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Capitulo 


Ponto, reta e plano 


1.1 — ORIGENS DA GEOMETRIA 


ia de 600 a.C.. alguns filósofos e 
nhecimento geométrico acur 

diga que a Geometria antes dos gregos era 

regos foram os primeiros a i 


PPPPIPLAAAITITOLOOAALOLACCCCC CCO 


BESISSSSELLLLTLLLTASSSTISDDDATAA 


ração do famoso teoremá de Pitágo- 
ras, Segundo o qual a soma das áreas 
dos quadrados construídos sobre os 
ke um triângulo retângulo é 
igual à área do quadrado construido 
sobre a hipotenusa. A demonstração 
das propriedades das figuras, com o 

da Lógica, foi a preocupação 
central dos filósofos e matemáticos 
eregos 


1.2 — OS CONCEITOS E SUAS DEFINIÇÕES 


A Geomet 


Como se apresenta na atualidade, pode ser vista como uma 


sequência de propriedades que caracterizam um conjunto de objetos ou entes 
Os entes, cujas propriedades são estudadas pela Geometria, 
&s pontos e os conjuntos de pontos, como, por exemplo, 
poliedros, as curvas, as super 

Todo texto mat 


São na sua maioria 
s retas, os planos, os 


agem da Lógica para expor as suas. 
guagem é o fato de que os conceitos, 
ó podem ser considerados como conhecidos depois que são 
iedades só podem ser consideradas como verdadeiras depois 
das 

conceito é definido por meio de uma sentença. Por exempl 
ângulo é a união dos três segmentos cujas extremidades são 1 

& não situados numa mesma 


estar situado e reta. A definição de um 


Sonceito se faz relacionando entre si outros conceitos já conhecidos, 
sua vez, podem ter sido definidos com o auxilio de conceitos anteriores. Mas um 
tal encadeamento de definições, na prática, não pode ser prolongado indefini- 
Samente. À afirmação de que tm Matemática todo conceito é definido é excesci- 
Yemente pretensiosa, É necessário estabelecer um ponto de parti 
conceitos devem ser adotados sem def 
os demais possam ser definidos a pa: 


a sem 
pontos 
" define 
de triângulo, Entretanto, ao 
estamos supendo que 
a já sabe o significado 
ão, segmento, extremidade, ponto, 


ição (conceitos primitivos), para que todos 
deles. Além disso, para que uma teoria 
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tenha finalidade prática, é importante que um conceito primitivo seja simples, 
de modo que haja uma concordância entre todas as pessoas a respeito do seu 
significado, sem que seja mecessário defini 


1.3 — O CONCEITO DE PONTO 


guras, como retas, circul 
Como devemos imaginar um ponto? Podemos dar muitos exemplos que 

sugerem a idéia de ponto, bastando para isso associá-la a coisas do noiso mundo 

fisico, tais como a marea deixada pela ponta de uma agulha numa [olha de papel, 


A marca de uma agulha numa folha de papel, uma estro 
areia são coisas que sugerem a leia de ponto, 


uma estrela vista da Terra, um grão de areia. Poderiamos também escolher o 


ron um bom exemplo de ponto? Certamente que não, pois os eléirons, apesar 
de “pequenos”, 


ensão, espessura, massa ou que possa ser 
subdividido em partes. A Geometria não dá uma def 
de ponto, mas espera-se que todas as pessoas i 
lêem essa palavra, sem necessidade de uma def 


Ponto é um conceito primitivo. 


Representamos graficamente um 
ponto por meio de uma bolinha impressa 
no papel. Os pontos são indicados sem- 
pre por leiras latinas maiúsculas: - 


-5 ABCD. 


Representação gráfica da um ponto 


A partir do conceito de ponto, podemos definir outros conceitos, 


Definição DI 


Espaço é o conjunto de todos os pontês. 


Definição D? 


| Figura geométrica é qualquer conjunto não-vazio de pontos. 


Assim, todas as figuras são subconjuntos do espaço. O próprio espaço é 
uma figura, Outros exemplos de figuras são as retas, os planos, os círculos, os 
poliedros, os segmentos 


Um cíteulo, uma esfera, um pol 


o, um segmento, urma linha poligorat s6o axemplos de 
figuras, pois são conjuntos de por 


1.4 — RETA E PLANO 


Em Geometria, há ainda dois conceitos primitivos que são fundamentais: 
o de reta e o de plano 
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A idéia de uma reta pode ser sugerida por um fio de prumo bem esticado 
é a idéia de plano, pela superfície de uma mesa. Entretanto, um fio 
fem coméço e fim é ima mesa tem à sa beiráda, é ambos têm 
Para materializar as idéias de 
espessura e que se estendessei 
imaginação. 


e prumo 
suã espessira, 
de plano; seriam necessárias coisas sem 
damente. Coisas assim só existem na nossa 


Um fio ce prumo sugere a idéia ce uma reta e & tupafície de uma mesa sugere a idéia 
de um 


Representamos graficamente uma reta pelo desenho 


eo plano por 


4 E i A 


Todavia, deve-se imaginar que a 
ambos os senídos, como sugerem as se! 
apenas “pedaços” do plano, o qual 
foi desenhado. 

As retas são indicadas por letras latinas minúsculas: 


ha da primeira Figura se prolonga em 
que as outras duas figuras mostram 
de, não tem o contorno que lhe 


ab. 
€ Os planos, por letras gregas minúsculas 
aber 

Aproveitemos agora u oportunidade e examinemos maisíduas definições. 
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PRPLLLLELACAIIPOLPO SP e cecca nego 


ER RP NPR EN RNP 


Definição D3 


Dizemos também que esses pontos estão alinhados. 


Definição D4 


Duas ôu mais figuras são ditas coplanares se todos os seus pontos pertencem 
a um mesmo plano, k 


Se uma figura está contida num plano, dizemos que é uma figura plana (*) 


1.5 — AS PROPRIEDADES E SUAS DEMONSTRAÇÕES 


As 


propriedades que caracterizam os entes matem 


iormente, Se for possivel estabelecer um encadesmento | 
O fato de serem verdadeiras as propriedades já conhecidas garanta que é também 
verdadeira à propriedade em estudo, a está demanstrada 
€ passaremos, a partir dai, à considerá-la verdadeira, Toda propriedade que pode 
ada é chamada leorema 
Semonstração de um teorema se faz com O auxilio de outras pro- 
priedades já conhecidas. Estas, por sua vez, podem ter sido demonstradas com 
9 auxílio de propriedades anteriores. Mas um al encadeamento de demonstra- 
çõe , não pode ser prolongado indefinidamente. Trata-se de um 
eragero afirmar que em Matemática todas as propriedades podem ser iemonstra- 
das. É necessário que algumas propriedades sejam ad 
para que sirvam de ponto de partida. A part 


(0) Note que não dissemos que a figura peience o plano e im que ea está consida no plano. pos uma 
não é um elemento do plano, mas um seu suboojunto. Os elementos do pla são jeotos 


ser demonstradas. As propriedades admitidas sem demonstração chamam-se 
postulados, 


[a q 
admitidas sem que podem ser 
demonstração: demonstradas: * 


postulados | teoremas 


Um postulado básico em Geometria é O seguinte. 


Postulado PI 


a vista, póde parecer ingênua e até mesmo desnecessária esta 
afirmação, mas, se desejamos desenvolver a nossa teoria com rigor, veremos 
gue este postulado tem seu lugar no encadeamento lógico, Por exemplo, sabendo 
que existem pontos. teremos certeza de que o espaço, que é de todos 


concordirá com que o simples fato de um concei 
uma sentença não garante que tal conceito exista. Por exemplo, poderiamos 
“definir”: 


“Dois planos distintos são chamados irmãos se a sua interseção é um 
triângulo.” 


jo bem clara, mas ao mesmo tempo in 


lanos irmãos” não 


. pois todos sabemos 
plesmente porque quando dois 


()lafiios significa onias quextor quisermos imaginar. Em outra palsvras, quando dizemes que 
Existem infinitos portos, isto igifica que, se é cor É sempre 


ER, 


“uma reia, à qual ambos pertenci 


1.6 — MAIS ALGUNS POSTULADOS ; E: 


Vamos examinar cinco novos postulados, que pe 
modo mais preciso os conceitos primitivos de. reta e planô. 


Postulado P2 


Dados dois pontos distintos A e B, existe uma única reta r tal que A e re Ber. 


Podemos dizer ainda que dois ponios di 


105 determinam completamente 
- Ou então: por dois pontos distintos passa uma 
única reta. São modos diferentes de se dizer à mesma coisa. Em simbolos. 


ArB=Ir|(Acre Ber) 


o de B, então exi 


uma única 1, tal que À pertence a 


À reta determinada pelos pontos A e B pode ser indicuda por AB ou BA 
(indiferentemente), 


ras 


Quando epoiamos uma régua em dois pont 
lápis de ponta bar 
cuas reras ci 


desenhados ra papsl e tiscamos com um 
dba contida no postulado P2. Não existem, 
or es pontos dedos 


Observações 


12) Quando dizemos que a reta r fica determinada por dois pontos distintos 
À e B, queremos dizer que existe uma única reta que passa por À e B, À: 
uma figura é determinada quando está garantida não só a sua 
como também a sa unicidade. - 


gura ão lado, por exemplo, pode ser 
indicada por AB ou par BC ou por 
Ã€, indiferentemente. 


Postulado P3 


Dada uma reta, existem infinitos pontos que pertencem a ea, € também 
finitos pontos que estão fora dela. 


Postulado P3 


Dados três pontos A, B e C não colineares, existe um único plano a tal que 
AcaeBesxeCez 


r ainda que três pontos não alinhados determinam completa- 
“o qual eles pertencem. Ou então: por três pontos não colineares 
passa um único plano. Em simbol 


A,B,C não 


alinhados |=3z](Acze Bexe Cos) 


O plano determinado pelos pontos A, Be C pode ser indicado por pl (ABC), 
ou pI (ACE), ou pl (BCA), ele. indiferentemente. 


PrPPrLrerRratere Doo nona a ama tasa 


Quando apoiamos no chão o tripé 
de uma máquina fotográfica, observa- 
mos que o aparelho tem uma posição 
estável, mesmo emt um terreno irregular. 
Ao contrário, uma mesa de quatro pés 
mesmo sobre um assoa- 
O fato é que, sendo o 
plano, é garantido que três 


1 terno de pontos não colintares tomados sobre um plano 
esse plano. O plano « da figura abaixo, por exemplo, pode ser 
indicado indiferentemente por pl (ABC), ou pl (ABD), ou pl (ACD). ou pl(BCD) 


Postulado PS 


Dado um plano, existem infinitos pontos que pertencem a ele, e também 
infinitos pontos que estão fora dele. 


! Em outras paluvrus, no plano, etam- 
bém fora dele, podemos considerar tan- 
tos pontos quantos quisermos. 


| 
| 
| 


ris 15 Tendo die e SE 
Se dois pontos distintos À € B de sima reia r perten 
Jodos os, pontos, dessi reta pertencem d 3; 


Dizemos também que uma reta que tem dois pontos distintos em um plano 
está contida nesse plano. 


Em simbolos, escrevemos 
(478, Aca Benj= ÁBca 


Note que não escrevemos AB e ze sim AB c x, pois a reta AB não é um elemento 
do plano, mas um, seu subconjunto. 


1.7 — UM RESUMO 


os, acompanhada de outra sucessão de teoremas, cujas demonstra- 
ções têm fundamento em um grupo de postulados 

A discussão dos itens anteriores já nos conduziu 4o estabelecimento de alguns 
Conceitos primitivos, seis postulados quatro definições, que estão «qui resumidos. 


Conceitos primitivos: ponto, 


e plano. 


Postulados 


os A e B, existe uma única reta 1 tal que A cr 
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, E também 


P3 — Dada uma reta, existem infinitos pontos que pertencem a 

inf % 

Pá — Dados três pontos A, Be C 
que Aca é Bege Cega 

P5 — Dado um plano, existem infin 
infinitos pontos que estão fora dele. 

P6 — Se dois pantos distintos À e B de uma reta r pertencem a um plano a, en- 
tão todos os pontos dessa reta pertencem a à 


jo de todos os pontos. 

é qualquer conjunto não-vazio de pontos, 

D3 — Dois ou mais pontos são ditos colineares se todos eles pertencem a uma 
mesma reta. 


Da — Dus ou mais figuras são ditas coplanares se todos os seus pontos perten- 
cem u um mesmo plano. 


Exercícios Resclvidos 


1) Pocem três pom 


“sobre uma imesma reta? Por quê? 


Solução 


k 


1.3) Demonstre que se duas 
comum ás cias re 


as es tm um ponio À em comum, então ese ponto É o úrico 
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Solução á 

Temos Are A Es, Se existine um ponto B À comum ásreias re sito É,se Ber e 

Bes, então ambas everis coincidir com a teta ÀB, confarme 0 B2 gutante. Iso é 
existir outro ponto, além de À, comum às retas rem 


Em simbolos 


(ande Acm=ens= Ia! 


re um perto A fora dela, 


te um único plano = tal que r = 3 


Devemos demonstrar a existência de = 
ea sua unicidade 


eares. Pelo Pá existe um único plano x = pl (ABC) a 
andor cz Opianoa 
e passa por 4 


Unicidade 


Provemes agora que ese plano É o único 
contendo re passando por À, ê claro que os por 
próprio plano determinado por A; B e €, ou 


Nota; Dizemos tarbém que uma reta e em pasta ora dela determinam um plano que contêm essa 
eta é o ponto. Em símbolos 
AgredalAeseros) 


Inditamos a = prlA.:) 
rema TIL 


charmada, de agdra em came teo- 
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frrrArÇes: 


prrPrRReraRararArE 


1.3) Dêmonstre que dadas duas retas r és concorrente, existe um único plano atalquer & a es 5 3. 


Solução 
Existência TT as 


Seja A o poáo (único) comia às duas. 
reias, Em + lomamos Bd À é em 5 lomamos 
CA Éclaro que A, Be C não são colineares, pois seo fossem, re s coincidiiam Assim, pelo 
PA, existe um único plano a = pl ABC). Pelo Pó, temes cz es ca 


Unicidade 


Se existisse outro plano f tal quer C fes € fé duro que os pontos A. Be C pertence. 


riam a el, Aim, o plano f iria coincidir com o plano determinada por esés três pontoé: 
B=a =plABC) 

Nota: Dizemos também que duas teias concorrentes determinam um plano que as contêm. Em 
simbeos 


ent=fAj=dajresescs 


Indicamos a = p) 
Esta propricdade, 


e apora em diante, será chamada de leorema TZ 


1.6) Demonstre que um plano contém infinitas retas. 


Solução 


Sejam A, Be Cris ponto no cones pentes o plano 2. Ro 6 art = BET 
est conio em &. Tomandose qualquer ponto Per, chmds um tra Ren 

Se tomássemos outro ponto Qer, obleriamos uma mova reta AQ < 2 Como à reta riem 
infinitos pontos, É pos Obter if et cds pleno +. 
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1 Demonstre que por um ponto A pasam infinitas retas 
Sedução 


Na elção do esti anti j co provado que pelo onto A pasa ins 
tetas, embora naquele caso todas essas retas estivessem contidas em um sô plano. Pedemos dar 
ua demestração ri abcamen, a qual a re pr A do sejam necessariamente cols 
nas. Pat o coadremos mino x € Um ponto À fora de, Tomando mta 
Pe, obtemos uma reta ÀP, Se lomissemos as Seg po 
viro pia Q 3 btaos emana ea : 

RO. Como, pelo $$, cm infos pos 
em, pon fes qu pm 
Dl poa A 


A é o nico pomo 


Quando rnz = mes que a 
ta r jura 0 plano « no ponto À; dizemos 
também que + € x são secante 


Exercícios Propostos 


1.9) Sejam A um ponto, r uma reta que pass 
por esse ponto e « um plano que passa por 
esarea Classifique — verdad 
sa (F) cada afirmação dada abaixo 
ser ajas 
BAsr 
dArs 


v 


erdadsro (V) ou falo (Fj: "= sã 
Ponto É toda corpo pequeno. 

Um ponto É tudo o que não se subdivide em pares. 

O conceito de pento não é definido 

Um ponto é tudo que não tem dimensão. 


Toda rea É um conjunto de portos. =... = 525 
9 Todo planó é um conjunto de retse — 

E) Por um ponto dado passa uma única reta. 

d) Por dois pontos distintos passa uma única reta. 

Por um ponto passam infinitas retas, 


o) Dois pontos são sempre coplanares 
£p) Três pontos distintos não podem ser col : 
3) Se uma rea ter doi pontos distintos sobre um plano, ela tem elo menos mais uia ponto 
neste plano. 
tá Que lem um ponto sobre um plaeo está contida nesse plano 
má teta contida num plano tem um ponto que perence a case plano, 
da num plano tem um único posto que pertence a esse plano. 
coplazares são col 


141) Quartas retas ficam determinadas por três pontos não 


) Quarias retas [cam determinadas por quatro pontos, 


à vês não alinhados? 


Quanios planos ficam determinados por quatro pontos não coplanares? 


Prove que se dos planos distintos x e têm dis pontos A é B em comum, catão a inesseção 
deles é a reta AB 


anp=Aã 


Capítulo 


Duas retas no espaço. 
Interseção de planos 


2.1 — RETAS PARALELAS. POSTULADO DE EUCLIDES 


Definição DS 


Duas retas são paralelas se ambas estão contidas em um mesmo plano e 
não têm ponto em comum. já 


Em outras palavras, para que duas 
retas r e s sejam paralelas, deve existir 
um planoatalquer c zes c ae alim 
disso, deve-se ter 1115 =; (9, Indicamos 
145. Em simbolos 


Zaliczesca) 
E 


ens=g 


O seguinte postulado, 
de Euclides, garante a exi 


Postulado P7 


conhecido como postulado das paralelas OU postulado 
ncia de retas paralelas. 


Dados uma reta re 


passa por P e é paralela à reta r. 


ponto P fora dela, existe uma única reta que. 


reta paralela à reta dada. Em simbolos. 


Pér=as|(Peser/s) 


Exercício Resolvido 
| 21) Demensire que, dadas das retas + é v polls, ist um único plano sl quer Cá a 


Salção 


Enisôncia 


= =. À exisiência de um plano a que comtés ambas 
as res res é garantida pela própria definição 
Do, isto é, o fato de res serem paralelas sigofica 


que existe um plano x ll quer 3 esc x (além 
de garantir lambém que 3 = 0) 


Unidade a 


Consideremos sobre a reta ro ponto À e sobre a re Ec, 

é claro que os pontos 4, Be C não são colinesres. Se existem dois planos a « f conendo 

elas 1 €5, ambos leiam que cocid com o plano determinado pelos pontos À, Be C toe, 
== = piABO) 

Sendo assim, não pose haver dois planos 


os pontos Be C. Como À 


tos contendo + e 4 


“ota: Dizemos que ds retas pavaolas determinam um plano que contém ambas, Em símbolos 
se daltcacsca) mese — 

Indicamos x = 

Esta proprisdade seá chamado, de agora em diante, teorema Ta, 


2.2 — DETERMINAÇÃO DE UM PLANO 


Hã quatro casos, principalmente, em que um plano fica determinado, isto 
É. em que podemos garantir a existência e a unicidade de um plano. Vejamos agora 
Um resumo desses quatro casos possíveis 


Três pontos não alinhados 


Este é o caso que já vimos, correspondente ao postulado Pá, Temos 
2 =pI(ABC) 
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mo Rê ee bm DONO for cia 


Este é o caso que já vimos, atravês do exercício resolíido 1.4 (teorema TI). 
Temos ê 


a=pl(rA) 


a caso 


Duas retas concorrentes 


Este É o caso que já vimos, através do exercício resoltido 1.5 (teorema T3) 
Temos 


: a =plte,s) 


4º caso 


Duas retas paralelas 


Este é o caso que já vimos, através do exercício resolvido 2.1 (teorema T3), 
Temos 


a =pl(r,s) 


2” 


2.3 — RETAS REVERSAS = 


s notar que, para se err /5, 
Que res sejam coplanares, 
Nafigurvao lado, por exemplo, podemos 
ver duas retas r e s que não têm ponto 
comum e que, ho entanto, não são para- 
eles, pois não éxiste plano que contenha 
ambas. Neste caso, as duas retas cha- 
mam-se reversas, 


Definição D6 


Duas retas são reversas se não existe plano que contenha ambas, 


Exerelcios Recolvidos 


22) Prove que existem sas teverias, 


Solução 


plano f jal quere fes <P, ento, como As, teriamos 
seria 8 = plHr, A) w 2,0 que É abro, pois o porto 9 per. 
queae fe 


22, 


Uma jdéia concreta desta situação lemos ao 
obicrarmos uma porta. A poria passa pelos 
pontos A é B situados nas dobradiças; mas, a cada 
Pesição da poria. corresponde um plano que com. 
tém a reta AR, Para delerminar um destes planos, 


2.4 — POSIÇÕES RELATIVAS DE DUAS RETAS DISTINTAS 


de retas paralelas e retas reversas, podemos resumir 
as de duas retas distintas res 


Conhecendo as né 
as diversas posições r 


1) Retas reversas 


Neste caso, não existe plano que 
contenha ambas 
Temos: 105 = 


2º) Retas coplanares (isto é, ambas 
contidas em um mesmo plano) 
a) paralelas 
Neste casa, 


rns=g 


b) concorrentes 
Neste caso, 
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2.5 — INTERSEÇÃO DE PLANOS | 


Na resolução do ex: 


férseção desses planos. Em nôssa teoria, entretanto, nada foi 
esclarecer se a interseção de dois planos 
distintos pode ou não ser algo diferente 
de uma reta. Conforme veremos no pos- 
ido seguinte, se dois planos di 


constituem obrigatoriamente uma reta 


Y js 


Postulado P8 


[ se doi Planos distintos têm um ponto em comum, então a sua interseção 
| é ma rea 


Em simbolos 


aah, 


S 2 € fj, neste caso, chamam-se secastes. Note que, no exe 


cio 2.3 que resolvemos anteriormente, ficou provada a existência de planos se- 
cantes 


Os dois pl 


D 


ão D7 


Dois planos são secantes se a su 


| lerseção é uma reta. 


2.6 — UM RESUMO 


A seguir fazemos u 
neste capi 


2 resumo das definições e postulados apresentados 
o, alêm dos teoremas vistos até agora 
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Definições 


DS — Duas retas são paralelas se ambas estão contidas em um mesmo plano 
e não têm ponto em comum. - 

Dê — Duas retas são reversas se não existe plano que contenha ambas. 

DY — Dois planos são secantes se a sua interseção é uma reta. 


Postulados 


P7 — Postulado das paralelas ou de Euclides — Dados uma reta r e um pon- 
to P fora dela, existe uma única reta que passa por P e é paralela à reta r. 


P8 — Se dois planos distintos têm um ponto em comum, êntão a sua interseção 
é uma reta 


Teoremas 


Ti — Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano que contêm essa 
reta é O ponto. 

T2 — Duas retas concorrentes determinam um plano que as contém. 

T3 — Dias retas paralelas determinam um plano que as contêm, 


Exercicios Resolvidos 


paralelas à 
P?. Logo, 4 és são con- 


que a fura 2, devemos provar que ste um ponto em comam com 3 e que esse 


pomo é único, isto é. 


na(s) 
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E 


Vamos então construir o ponto B. Sea À o porto, 


s),0 qual tem 
e ponto À em comum com a. Logo, pel PR, exite. 
que tan E claro que t 


anfias =s0(ns=2ns 


cu sea ana = 18] 


| | AO 
! 


26) Teerema Tá = Prove a segu 
tes dois a dois tais que 2 f = 


anb=a. 207=b.fnp=e 
a. e distintas 


Toei] anbne= A! ou 
(lbebfceafo, 


Solução 


Como as tetas a b são coplsnaces (comidas em x), há somente duas possibilidades: 


nb= Ay 


a 
podemos escrever IA! =anb = (an f)nlanj) =anifa;) = ane 
A E, Fica provado, então, que à reta € também passa por À, ou seja, 


anbne- tas 
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2º) Se a, podemos escrever: 
anbeB=tnfinta)=B=anind=Dosne= 


Como a é b exão contidas em, temse anca De bnc= 
Assim, a é € são retas coplanates sem ponto comum, isto é, aj c. Pelo mesmo mo- 
tivo teme b7e. 


27) Sejam três retas x, ye 2, ditnias duas a duas, todas contidas em um mesmo plano. Demonstre 
qesxjyeydzendordz 


Solução 


Como x é 2 s30 coplarares, há somente duas 
possibilidades: ou x/ 2, ou x é 2 são concor 
“ em um ponto À, Mas se fosse an.z 
pelo porto À estariam passando duas 
tas, paralelas à reta y, o que é absurdo 
tulado PT, Assim, sô pode ser a/2. 


a pose 
28) Testes TE — Sejam xy e a três retas distintas das a duas, Demonstre que sex/ ye y/ tendo 


Se 34 trbe retas são coplanares, recimos no 


exercicio 2.7, já demonstrado. Vamos ent 
“que não há um plano que contenha as rés | 


“las retas distinta paralelas à reta y, concocrentes. 


em A, contra o postulado P7. 
Portanto, se À é x podemos considerar o 
no = pl (x, A) Os planes 7 € À, distnt 
“em comum o ponto À, logo existe reta 2 
Ecluroquez Axe Ty, pois o ponto À per. 
tence a 2º mas não pertence a x nem a 


Apliquemos agora o teorema das tis Interseçõs (veja 0 exercício 26: icorema 4) 
O pianos a, e 7 são secates dos a dois e as inerseções x, y e º são citntas. Coma 
20x, resulta que rue rfy 
Mas então as rea x € 2º pasam por À e são paralelas à reta y, elo postulado P7, tem-se 
2=r e poramo aj 
Outro rmodo:utizando o exerio 25. 
2) x 62 não im ponto comum, pos não sendo assim estara contrariado o postulado P7 
b) Resta provar que x é 2 são coplanares. Sendo A é, tomamos o plato 7 = pl(s, A) Se 7 
não comes E a teta 2 fara 7 em À, logo à eta y/ 2 também furaria y€ asi a reta 
44 lambém faroia , o que É absurdo, pois x c 7. Assim, 2 c 7 
Conclui-se calão que x e 2 são ras coplanares sem ponto em comum: x/ 2 
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non CCLOLLLLCLEISISIAÇE 


| 


SeAerenesquita 


cs B.Mas como AGa e Ac f então A can f, 
Da mesma forma, como Res é BS, enão 
Bean. Logo, pelo PS, resulta que 


anp=35 


A inteneção pedida é a reta AB. 


210) Por um ponto A conduzem-se das retas 
ponto B. Qual é a intenção dos planós / 


intas ee 5. Fora do plano 2 = pl, 8) lomasse o 


Solução 


se fase = 7 teria. 
mas isso é absurdo poa 


N Aus donde Ache Ay Asi 


2=Bny= AE 
A interseção procurada é a reta AB. 


As retas res são paralelas é A es Prove que 0 plano x = plts, A) contêm a veta 


j Basta provar que f = 2, De fato, como sc fe A cs temse AR. 
Portanto, 8 = pi(,4) = a. Consegdestemente, s c a. 


212) Duas tetas é e 9530 paralelas. Fora do plano 
= = pllr.s)loma-co ponto B.Qualéa inter. E q 
tesão dos planos = pltr, Bley = pl (s.B)? 


se foste = 7 leriamos À = 7 = 3,0 que é st 
“corduzida por B, paralela is retas res. Como Be x,é claro que pl 
Bj=7 Assim, By mx 


215) Area furo panos no posto A. Comasão X 
as iteaçõe de 2 co o plans que co 


Se j é um plano qualquer 
que fa (pois se focar 8 = 
ema 

Aim, é e são planos distintos que têm 
em comum o ponto À, Pelo postulado P% a inter- 
seção de a e f é uma res que passa por À. Por. 

as inleseções de a com os planos que contêm 
tas que passam por À | 


éclaro 
estaria contida 


Pr 
E RR 


que ão está côncida em a (pois P ga) 
qerna= 


ar que 1 não pos 
o esse ponto não pertenceri á sea 


tn2= 0 


= he porano + = 3,0 que éabsurdo. Asst 


At ( 


retas consortentes são coplanares. 
8) Dois planos que têm duas tetas distintas em comum são igutis. 
218) Pelo ponto A não pertencente à reta r conduz. 
se reta 4 paralela a +. Prove que A : 


são duas a duas concor pontos d 


os, então els são coplarares. 


e verdadeiro (V) eu fio HF: 


220) Aut 


Dias telas resersas a e b são patos à mesma tea 
y Duas reta distintas re 

c) Das cetas ou são coin 
dy usa retas reversa não têm ponto comum 


4) Duas res que têm um único ponto comum dão coscortenis 
sas não são coplanares. 


221) Sejam duas 
ms 2 =p 


das + es ie que a 


RE 
d) Se dois planos 
«) Se dois planos são 
à) Dos planes secani 
dSeanfs Dem 


lerceptande segundo é reta t 


224) Doi planos se P 
As retas re, distintas de t são paralelas 
euisqurcaese 5. Prove que té paraleisa 


3 


Capítulo 


Reta e plano paralsios, 
Pianos paralelos eníre si 


3.1 — RETA E PLANO PARALELOS 


ja em um plano x e é paralela a uma reta sc 4 
los entre si 


Ssca=rja 
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3.2 — POSIÇÕES RELATIVAS DE UMA RETA E UM PLANO 
v 


ivas de uma reta e um plano. 


| | 


asas ARS RRARARAREST 


Exercícios Resolvidas 


34) Teorema TB Prove que se uma teta é paraleia a dis planos secantos, ela É paralela & 
são desses dois planos 


Solução 


O enunciado dente teorema, em simbolos, é 


São dados doir 


or. Consta por À uma teia po 
Solução 
Comsimação 


Seja 4 man. Consideremos pelo 
Agra rjs 


26) Sto dedos das re 
atol querga, Pu 


é 3 pacaletas e um plano 
e 36 há duas possiido. 


3s 


Em simbolos, o testema se escreve assim? 
lurerfa=isfs 00203) 


É elato que 45 há dois casos posses 


Provemos que ro 2 


37) São dadas dias tetas tevesas, re 8. Conti vm : 


paro que contém 3 e é panico à reu 1 qa 


>», | 
/ 
se 
= / SE) 
| 
| 


os que o pi 
rear rão está contida em 2 


Em 


28) Prove que 0 plano construido na exercicio anterior é único 


Seção 


so SER F E 5 evérsas. Admitamos que por 4 
pensíveis dois planos a e dias paralelos 


+. Apliquemos 4 testes Té (do exercita 
3.4) Como à reta r é paralela 20s Goi planos se. 
Comtes a e , eia deve ter paraleia à sua interseção, 
Masan f = 8. lego 17 8,0 que é absurdo. Assim, 
deese tera o 


A. Comstrs por A um pi 


= Questão depende da posição do ponto À em relação ds das reias rever. 


sirados na figura abuso 


aso: O ponto À pertence à Uma das reias (á 
5, por exemplop 

Neste caso, coma iodo plano construido 
À tem 29 menos ss ponto 
5. É impessiel cons 


Ee ponto A e 
Neste caso tarbém é impornie! cos 
A tm plano paraleo rea, De fra, se exist 
â sra plano À por À, tl que rf fe 84 sendo 
LE ZA. deserumos ter 4 e spt que é 
és são reversus, 


absurdo, pois 1 


pstael d reta sé tum. 


; o é. ponio À e qualquer as duas feias deter” 


ul por À um pl 


AJ não é puraleio. 
minam um plano que não É 
Neste Caso, É passie) co ano paralelo a re 34 


a8 


sm paralelo 4 amb are 


Conscração 


Vc dra Lg560% 
leterminam o plano = pltr.sj o) 
Ds Ep To 


uq 


Prova $ 
Em primeiro lugar notemos que f não con. q 


têm 1. De fato. se fosse rf teriamos s/ fe suz 
bemos que o ponto À ex sudo de tal modo 
que ess situação é impotivel, Sendo assim, pelo 


Jesrema T6; 
sr 
te Veuh 


E som o mesmo raciovinio tiramos 54 


3410 São dadas as reias reverias es € 0 porio A Consiria 
a retas das 


POr A uma feia concorrente cor ambas 


Solução 


Coma j ocorreu no cxerécio anterior, a resposta desta qu 


Pego à em seiação de duas teus reversas. Vamos Considerar ep 


dezende da posição do 
ilamerte cada um dos três 


1º emo: O pos 
reta, por exempl 
Neste caso. tomindose qualquer pomio em 


A peience à uma dus tetas á 


o A é uma das retas determinam 
am plavo paralelo à outra reta 


Suponhamos que pisro x = pls. A) É purseo à eia 1, Neste caso, é impusire cons- 
fee uma reta por À, concgrtene cum £ é com s. pis Toda reis que pasa por À é encontra u 
esá contida em 2 Por isso ela não pode ser concorrente com s 


EE) 


PFIMMIPLLLLLLIAsAteÇeeL 


3 exso; O ponto À é qualquer das duas retas de. 
terminam um plano que não é pacaleo à ou 
reta, 


Neste caso, É posstel construir por A uma 
Teia concorrente com re 3, 


Comstrução 


Os planos 8 = pl. 4) e = pis 
à sua inteneção x = 7 pasta por A. À 


jo distintos + têm em comum a ponto À. Astim 


Prou 


Como s é fes não é paraleta a À, entãos fura Bo ponto S, o qual logicamente pertea- 


Ds mesma forma. como 1 € é r não é parse a 7 então 1 ara no ponto Ro qual lo- 
Bicameme pertence à reza x 
Sendo asim, à 1º x é concorrente com + e com 5. 


3,3 — UM RESUMO 


Fazemos a seguir um resumo das principais definições e propriedades v 
até aqui, continuando o resumo anterior (veja o item 26), 


as 


D: 


ção 


DB — Uma reta ré paral 
rma-g 


a um plano a (ou o plano a é paralelo à reta 1) se 


Teoremas 
T& — Teorema das três interseções — Sejam 3, f e 7 três planos secantes dois 
a dois tais queanf=a,any=be Pnjy=e Seasreasa, becsio 
distintas, então há somente duas possibilidades: ou as três concorrem em 
Um mesmo ponto, ou elas são paralejas duas a duas 
TS — Sejam x, y e 2 três retas distintas duas a duas, Sex/ ye y/ 2, então x/2 
T6 — Uma condição necessária e suficiente para que uma reia r seja para 
ão plano a é que r não esteja contida em x e seja paralela a uma teta de 2, 


“o 


T7 — Se as retas re s são paralelas e pelo ponto À és conduzimos um plano 
afrentãosca 

T8 — Se uma reta é paralela a dois planos secanies, ela é paraleja à 
desses dois planos. 


erseção 


Exercícios Propostos 


Classifique em verdadeiro (V) ou laio (F) 


a) Uma reta que não é paralea a um plano esá contida nesse plano. 
ma teta que não está conti em um piano É paralela a exe plano 


a de 2 que É paralela a 
f) Uma reta que é paralela a um plano É paralela todas as retas contidas nesse plano, 
Se duas eta r e s são pasaas e o plano = contém s, então + = =. 
=anfescojosyE 
se rfaj=sta 
fserfesca 
dserfaj=lsfaousca) 
duma fia É paralela a am plano, tão ea é paralela a infinitas retas contidas pese pisa. 
m) Por um ponto fora de uma teta pasta um único plano paralelo à esa reta 
2) Por um ponto fora de um piano pesa uma única teta paralela ao plano dado 
0) Dias retas distúnias, paralelas à um mesmo plano, são paralelas entre si 


x 


343) Se uma reta É pas 


ma seta de um plano, qual É a sua posição em relação ao plano? 


3/13) Prove que se Uma sei ré paralela a um plano a e à teta a está contida em 2, então ou 1/3 ou 
res são reserss 


que se uma rear É paralela à interseção de dois planos x ef e não está contida em 
des, então ela é parale a ambos 


315) Classíique em verdadeiro (V) ou faso (F) 


a) Dados duas seas 1 e 8 teversas, existe] 


o que contêm re é paralelas. 

b) Por um ponta dado, é sempre possivel conduzir uma reia que é concorrente com duss etes. 
reversas dadas 

€) Ser areas retas re s são tevesas, então a reta a fura 0 plano a. 

8) Se das setas são reversa e um pláno contém uma delas, ele nesesariamente é paraleto à 


316) Seje re a ceasreversas. Prove que as retas concorrentes cem 1, pala  r, são coplensrs 
347) As retas r, 3 e E são reversa duas a dias. Constria a reta x 1 que seja coscorrente com es 
318) As pa 5a e Es reversa das a das, Consta Uma rea concomeme or as três 

349) São dadas as retas reversa a O posio À está situado de ul modo que le + qualquer das das 


é tetas determinar um plano que são É parsllo à ou veja o exercicio 2.10, 2º estoy É 
Possível, asim, conduzir por À uma teta concontnte com r e 5. Prove que essa reta é única, 


9 


3.4 — PLANOS PARALELOS ENTRE SI 


Definição DO 


Dois planos « e /! são paralelos entre 
si se a sua interseção é vazia: 


anf=g 


4 


Indicamos x/ fi (ou 
Em simbolos 


a) 


alhesnt=g 


A existência de planos 


os entre si é garantida pelo teorema que é de 
monsirado no ex, 


320, a seguir. 


Ex: 


os Resolvidos 


3.30) Demonstre que existem planos paralelos entre ai 
Seução 


Vamos considerar um plano a qualquer 


semear mpeg / Ng 27 
Esso A 
( É 


fomemas o ponto À E a e a ponto B É a Vamos condiir por A duas 
FEM aembas contidas em 3, Em seguida, construímos por Basretasa Ee bj s (oct 
fas retas é garantida pelo postulado das paralelas, 

Seja então 5 =p] 


az 


Euro quenfa e by Se se f tivesem 
um ponto em comum, a sus interseção seria uma 
te 4 = 201, Neue Caso, lesiumes 


sim, os planos x e f não podem ter ponto em cor 
mum, iso é mf 


Nota: O teorema demonstrado acima pode ser também enunciado assim. 


Sendo dados. se Um des contêm duas reu concorrentes, respectiva. 
mente para, 5 concorrentes do outro, então os doi planos são pura. 
los entre 1 

ou ainda assim; k 


Para que um plano / seja paraeio ao plano É suficiente que [ cantemka duas retas 
concorrentes, paralelas ao plano 3 


Tenrena T9 — Demunsro que se 


cepta 3 


segundo à reta re f segundo a e 


Seioção 


Não pode haver ponto comu a 1 é 8, pois, 
um tal ponto seia comura aos planos 3 e À que 

ecomoesus 
5 em 7) segue 


322) Prove quest os planos e f'são páraligventresi 


Solução 


Suponhamos que a teia r = f tem o 
pasto P em comum com o plano 1. Se isso 
acontecesse, esse ponto P pertencer aos pla 
nos 2 é À, o que É abeurdo, pois 29. Sen. 
do assim, à teta r não pode ler ponto em co- 
mam com 2, isto é, 1/3 


Nota. Decorre deste testema que, tendo 24 , se tam 
ambas serdo paraiclas a =, o que nos autoriza a ese 


pataeias ao plano = 


enunciado áquele do exercicio 3.0. obiemis a teorema TIO. 


a 


b 


Teorema 110 


Uma Coodição pecemária e seficlete pará que úrh plano f sja uid £o plano à é que 
? conicoha duas ts Cêncirientes pais no pano = - E 


323) São cados o plano = é o porto À é a. Prove que plano fa conduzido por A é único, 


Solução 


Vamos admijr que por À existam es ' 
planes distintos f e f, paralelos à 2, e pro- 
Vemos que esta suposição conduz a um 
absurdo. 
Então. supondo | 


seja ro 


querfs 


fa 
Nestas condições, o plano y = pi (1,4) não 
a reta F. De fato, se fosse rc 7, teriamos 
Y=Rie.B) e nesse caso 1º 27, 0 que so será 


verdade se fone 7 = 3. 

Ora, o pleno 7 inercepia j segundo a teta a 
e segundo reta aº, Estas das retas são conçor 
renlesem À e distintas der (pois + = 
fa que = pilas) e = pla, 


ma T3 (do msercieio 


lado das paralelas. P7) Portanto, já is cia 


Pepe pio p 


é resulta q unicidade 


Nota: Unindo-se os ur 


os 320 € 3.23, obtemos a teorema TI 


Teorema TI1 


Por um penio fora de im planó pasta um dito plano pari ao plina dado: 


3.5 — POSIÇÕES RELATIVAS DE DOIS PLANOS 


Vamos agora resumir as diversas posições relativas de dois planos a e ff. 


1.º) Planos coincidentes. 


Plano, o. 


Neste caso, x e f são o mesmo 


2.º) Planos distintos (x + 
4) paralelos 
77 


Neste caso, 
anta 

bj secantes 

f Neste caso, 


antfi=r 


s Resolvidos 


324) Teorema TIZ — Sejam 5, fe 7 bês planos di 


Solução 


A demonstração é uma s iss um ponto À co. 
um à x à 7, por esse ponto estariam pestando dois planos dios, paralelos ao plano À, 


O que É absurdo. Sendo assim, lemse 217 = 2, isto & 277 


esção 


ô 45 


329) São dados dois planos, x e f, paralelos em 
+ também fura 0 plano f. 


é Uma reta 1 que fra a 00 ponto À. Prove que 


Solução 


Mostremos que a rea r ão pode é 
contida em 8 e também não pode er porelela 
à B. Sendo assim, por exclusão, leremos que 


2) r não pode estar contida em pos, se asim fot, o ponto À st comum aca , que dão 
paralelos entre si 


b) r não pode ser paraleta a De fao, se fo 
por sua vez paralela so plano =, Pode 


AB. em fuma reta fr, a qual seria 
mos, Enio, aplicar 0 leorema 17 


Milaços 
Ac 
As 


São dados os, x, paralelos ente 

im lerseio plano 7 que corta x segundo 
F= 207 Proveque ycorta f segundo 
a rea = ]n7 


O que É absurdo, pois r fura 3. 


Solução 


É é y são secantes 
anos são ditintor e 


2) 87 — De fato, se fosse É = 7, o plano y de. 
ia ter paralelo à e, 0 que não é verdade, 
b) Be 7 tém sm ponto em comum. Para pr 
Vamos construir tal ponto, 


335, concluímos que s ra f em am ponto À O 


as 


Outro todo 
Fara provar que 8 x 7 são secantes, podemos provar que sã distintos e que não são para. 
elos. Como no item a já provamos que À x 7. resta provar ques 


6) Be pão são porallos. De fato, se BJ 
mo ponto (qualquer ponto é 


iamos dois planos x € y passando por um mes. 
7) é paralelos a um mesmo plano À, sa contraria teo- 


3.6 — NOVO RESUMO 


Conti 


emos O resumo anterior, com as principais definições e proprieda- 
des vistas 


té agora, 


Definição 


D9 — Dois planos são paralelos entre si se a sua interseção é vazia. 


Teoremas 


T3 — Se dois planos a e são paralelos entre si e 0 plano y intercepta a segun- 
do a teta r e f segundo a reta 5, então r/'s 

Uma condição necessária e suficiente para que um plano À seja para- 

elo ao plano a É que f contenha duas retas concorrentes, paralelas ao 

plano à, 


Tio — 


Exercícios Propostos 


3.27) Classifique em verdadeiro (V) ou faso (9) 


leio emire si 


im uma reta paraleia à out 
6) Se dois planos são paralelos entre 4, ma rela de um 


m outro plano, pa 


2) Um plano que contêm duas 1 

b) Dias retas concorrem 

à) Se dois planes são pu 
cano outro 


a ur é paralela ou está c 
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SÉ Se dois planes são paralelos, toda reta que tem um ponto em comum com um deles fura o 
2,4) Se dois planos são paralelos, toda reta que fura um deles fora também o outro, 


QGÊS Sé dd plane, al paro é om ia plo pet tg à 


gundo à teta 9, então 1/4. 

m) SeaJ Be Jp cio =y au 2/7 

n) Se dois planos são recantes, tada reta de um dee, que é paralela ao otro, É paralela à in 
tecseção dos dois planos. 

1. 0) Se dois planos distintos são paralelos a uma mesma reta 1, eles são paralelos entr 
inteseção & uma reta paraeia a 


328) Demonstre que se a/fe 1/1, então rc Bovr/f. 


239) Sejam resnger 
BIB prove que rpe. 


330) São dadas duas retas reversas. Prove que exitem 


Seis planos, e sorsente doi, contendo cada 
vma das duas retas é sendo paralelos entre sá 


231) À reta r fura 0 plano x. Sendo dado e ponto 


P fora de x e de r, construa por P uma reta 
paralela a a e concorrente com +. 


332) Dados um plano a, um ponto A fa é um 


Ponto P qualquer, chama-se perspectiva de P 
sobre « a interseção Pº da reta ÀP com o 
Onde se siteam es pe 


“m OS pontos que não posauem 


perspeciva 


Exercícios Suplementares 


1.1) Prove que uma reta que é concorrente com duas retas paraletas está contida no plano destas duas. 


1.2) Duas rias (e 9) disinas se imercepias, no ponto P. Prove que toda reta que é concocrente com 
ambas, é não assa por P, está contida no plano 


13) Determine quantos planos podem ser tomados por 
a) um ponto: 
b) dois pontos; 
0) tês pontes não alinhados, 
8) quaro postos, des quais tês quaisquer tão estão alinhados 


14) Quatro retas são conduzidas por um pasto do espaço, Quantos planos ficas determinados por 
essas reas? (Considere os casos possiveis ) 


1.3) São dados dois planos secanes, x é que se interceptam segundo à reta 1. Sobre 2 tomam 
os pontos À e B e sobr f loma-se ponto C, todos fora da reta 1, Construa a interseção de £ 
com o pi(A, B, 0) 


16) Dados um plano a e uma teia 1 pão contida nele, construa a interseção de + com s 


17) Dados vm plano a e tês postos (4. B é C) não alinhados, fora des, construa à interseção de a 
cem o PIA, B, O) 


4 18) Dado um pla ao postos A é Be, fora de , pao C, essere os pontas D «RG 
ERÊ, ditos de À, BC. Comi 


eção de DE com o plano 3 


19) As tetas re s são paralelas ente si e furam o plano x nos pontos À e B, respectivamente De. 


110) Sejam um plano é uma rea rque fia x. Construa uma ria contida em x e concomente com +. 


LH) Sobre um plano a, sejam três pontos [4. Be C) são alinhados e, fora de 3, seja o ponto D' Com- 
sidere os pontos E e ÀD e F e pl (BC, D), distintos de À, B, C e D. Construa à interseção da 


LIZ) Duas reias, res, distintas são itercetadas por uma. 
nados por essa retas? 


era, Quantos planos ficam determi 


die posição pode tr a eta e com relação a uma rea t pa. 


144) Dadas duas reias, res, concorrentes, que posição pode tera eia r com relação a tma rei t con 


V15) Dadas dias reias contortentes, ré , que posição pode ter a reta r com relação a uma retrtre- 


136) Dadas duas retas res paralelas, que posição pode 
tela as? 


reta r com relação a uma seat para. 


EC) 


e Dadas duas retas + paralelas, que posição pode er a veia + cor 


(O ada da tetas rg rever, que pião pode ley a eta + o relção a uma ta puras 


Dida de seta ag dt comcotrnos, deronste que todas pa por 
Ou são todas coplanares, dá E 


123) Mostre que se uma 
figura é plana, 


era É tl que qualquer conjunta de quatro pastos é coluna, en esa 


138 Mane que todas a tetas que scam pás um mesmo posta « sã rante 
nO estão contidas em um plavo 


as 4 um mesmo pla 


a ea um planos são paraeos, Qual É a poça 


CEM ma tes re um pla 80 pars, Qual a poção da es + com, 
fura a? 


1 a posição da reta + com teiaçã aura sta paz 


HH Um reta rf um plo a. Qual a pião dava + com ve 


ão a uma reta contida em 2º 


tos. Qual é povão do plano z com relação a uma ei com. 


Uma reta r eum pi 


vera à ret po 22 E SÃO partos, Qual é posição do plano a tom reição a uma 


131) Usa reta r cum 
nleia ae? 


+08 peido, Qual a posão do plano a com elçã à uma re pa 


à ao Ee Hana iecants, Pior que er 0,5 e Pes end 4 
tala à imeeção dese po ERA afuniránia 


construa por esses 


Dados um plano a é uma tela 1 parale 
2 Panico, consta por A €a uma ria pares a 1 


138) Uma reta r fra um plano a, Corstr 


ea “PO um ponto A fora des, uma teta panela a x eco 
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Capítulo 4 — Postulados da separação. 
Segmento, ângulo e triângulo 


Capítulo 5 — Congruência e medida de 
segmentos e ângulos 


Capítulo 6 — Congruência de triângulos. 
Polígonos convexos 


Capítulo 


- Postulados da 
separação. Segmento, 
ângulo e triângulo 


4.1 — O CONCEITO PRIMITIVO DE “ESTAR ENTRE" 
A sc 


Quando dizemos queum dado pon. A 
to estô entre dois outros, esperamos que 

as pessoas entendam que falamos de uma situação parecida cz 
tadas acima. Em o 
A e B, deixamos subentendido que À, B e C são três pontos distintos 
tuados sobre uma mesma reta e ainda que eles se sucedem nu 

o ponto C é mencionado "depois de A” e “antes de B” (ou, 
de B” e “antes de A”) 


Estar entre é um conceito primitivo, 


4.2 — SEGMENTO 


Definição DID 


tt 


essas represen- 


“ordem” tal que 
bém, "depois 


Dados dois pontos A e B, chas 
tos A e Be também por todos os pontos que estão es 
Os pontos A e B são chamados extremidades do segmi 


e segmento a figura constituida pelos pon- 
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| 
| 


+. Indicamos o segmento pela notação 
ÃB (ou BA). a 

A definição de segmento AB, em 
simbolos, fica assim: 


Fispresentação gráfica da segmento RE 


B=[A, Bju [P|P está entre A e B] 


É claço que o segmento AB é um subconjunto da reta AB, isto é, AB c AB. 
Excluidas as extremidades, os demais pontos do segmento formam o seu interior 
Os pontos da reta ÀB que não pertencem ao segmento formam o seu exterior 


m relação à reta). 
segmento AB 


Sea reta AB é paralela a alguma outra figura ( ta, um plano), podemos 
Estender esta re mento ÀB. Temos então as noções de segmento para- 
elo a uma reta, segmento paralelo à um plano e mesmo segmentos paralelos entre si 
Nessas situações estaremos sempre pensando nas cada segmento, 


nulo 


Note que a definição 
No caso em que A = 8, 


não exige que os pontos À e B sejam distintos 

To que não existe ponto algum entre À e B, isto é, 
iPPesiene Ac Bj=g 

e assim, 


AB=IABJUG=IAB|= 


Em outras palavras, a figura constituída por um único ponto A é considerada 
também como um segmento, de extremidades coincidentes: ÁÃ. Um segmento 
assim é chamado segmento nulo 


4.3 — CONJUNTOS CONVEXOS 


Em linguagem comum, um objeto é considerado “convexo” se a sua super- 
ou contorno não tem qualquer parte “afundada para dentro” e também 


se ele não é “oco”. As figuras 


são conveas. Note que é indic 
Definição DI 


a figura. À ca- 
racterística da figura convexa é que todo 
segmento cujas extremidades pertençam 
à figura está contido nela, As figuras (c) 
e (0) não são converas, Note que em 
cada uma delas é possivel ene 
segmento cujas extremidades pertencem 
à figura, mas sem que ele esteja inteira. 
mente contido nela. 


Uma figura F qualquer é um conjunto! convexo se lodo segmento ÀB cujas 
| extremidades A e B pertencem a F está contido em F. 
Em simbolos, F é um conjunto convexo se 
Nota: Por convenção, dizemos também que o conjunto é convexo. 


Exemplos 


1º) Toda reta r ê um conjunto convexo. +——————— 
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q 


k rrer 


2.) Todo plano z é um conjunto convexo, 


3.º) Todo segmento PQ é um conjunto; ——+———— 


P A 5 a 
convexo. 
4) Um il é um conjunto como 6 
5.) Uma coróa circular não é um con- 
junto convexo, 
6º) A figura const 
ponto é um conjunto convexo. Neste 
caso, as extremidades do segmento dc 
AB coincidem com o único ponto . 
da figura. Trata-se de um segmento 
nulo. 


7º) O espaço é um conjunto convexo, 


“4 — POSTULADOS DA SEPARAÇÃO 


Veremos agora três novos postulados, que estabeles 
ima reta pode ser separada em se 
em semiespaços. 


lado P9 


! Se A er, então o ponto A separa essa reta r em três subconjuntos, um dos 
quais é (A); os qutros dois, r' e r”, são chamados semi-retas abertas e apo 
sentam as seguintes caracteristicas 
I)Agr.Agrerar = 
2º) Te 1º! são conjuntos convexos, 
34) Todo sesmento PQ, com Per e Qer” contém A (Ac PO) 

A a 


p 


E a 


| sembrata aberta 1º 


E 


O ponto A chama-se origem de cada uma das duas semi-retas abertas (e 
não pertence a elas) Ea 
A semb-reta aberta de origem A, que contém. E ser indicada por ÀP 
é aquela que contêm Q, por ÀQ. As semi-retas ÀP e AQ são chamadas opostas. 


o 
representação gráfica de 
uma semi-reta aberta 


” Se o ponte A (origem) for acrescentado à cada uma das semi-retas abertas, 
obteremos duas semi-retas fechadas. Fica convencionado que se dissermos sim- 
plesmente semi-reta, ela é aberta. 

? 


hada) AP” 
entender que 


Assim, é fãei 


| = a 
AP=AP 


|P estã entre A e 


semireta ÁP = semi-seta fechada AP — 


Ser a, então reta r separa o plano 4 em três subcon 
É a próprih reta r; os outros, 2 2”, são chamados semiplanos abertos e 
apresentamh as seguintes características: | 
Ijentiernat=gnr = | 
24) 3 e 4º são conjuntos convexos, 

3º) Todo segmento BC com Bea e Ce a” corta r, isto é, tem um único | 
ponto em comum com r. | 


DT | 


a E 


À reta 1 chama-se origem de cada um dos dois semiplanos abertos (e não 
está contida neles) 
Se a reta É (origem) for unida a cada um dos semiplanos abertos, obleremos 


dois semiplanos fechados, Chamaremos simplesmente de semiplanos aqueles que 
são abertos, 


semiplano (fechado 


O semiplano de origem r, que contém B, pode ser indicado por semipl (r, B) 
e aquele que contém €, por semigl (r,C). Os semiplanos (r, B) e (r, C) são opostos, 


Postado PD (A 


Um plano a determina no espaço dois subeo; 
semiespaços abertos, com as seguintes caract 
l)anE =20E"=EnE =g 
E' e E” são conjuntos convexos. 
32) Todo segmento BC, com Be E! e Ce E”, fura x, isto é, tem um único 
ponto em comum com «. 


ntos E” e E”, chamados | 
' 


O plano a chama-se origem de cada um dos dois sem 
está contido neles) 

O semi-cspaço aberto de ori 
semiespaço aberto (a, B) 


spaços abertos (e não 


iBem 4, que contém B, pode ser indicado por 
) e aquele que contêm C, por semi-espaço aberto 


9. 
Os semi-espaços (x, B) e (x, C) são opostos, 
Se o plano z (origem) for unido a cada um dos semi-espaços abertos, obte- 


remos dois semiiespaços fechados Cha 


maremos simplesmente de semhespaços 
aqueles que são abertos. 


sa 


Exercícios Resolvidos 


44) Mostre que a união de duss semi-etas abertas opostas nêo é um corjunto convexo, 


Solução, 


Esses =p SL, 
decir Ani pd po 


e opostas uma da outra A figura, formada pela união d 
conjunto convexo. Basta notar que 0 segmento PO. 
contido em F, pois a ponto À não pertence a qualq 


+ semiretas abertas, não é um 
idades perencem a E, não está 
5 duas semistetas abertas 


Nota O exeresio 4 1 mostrou que tem sempre a união de 


2) Mostre que a interseção de oi conjuntos conv 


Solução 


Sejam F, é F, conjuntos conter e € — 
Se £ = 2. end É é um conjunto conven 
Se Fa 2, tomenos AF e 


AcF=AEF CAsE, e 


Mas, sendo F, é F, conjuntos co 


AB e F. Dlga 


(epsequeP a AcP p BlogoPé F Aim, 


ay sAcrepe ue à semi-teta aberta 
ÀB está contida no semipiano aberto (1,8) 


da 2 , 


Toremes um ponto P pertencente à cemi- 
aberta ÀB e peovemos que eme ponto 


Dna ie Sm 


“Son que srt ec RB et contidas no gl (3) é são concamenes em A É claro que 
PeRBe PY A Loo, Pdr. o 

Só resta provar que Pg 2º, Nos que, sendo sº um comjunio convexo, teme FE 4 5 
peieoesen então P coraia rem A-A e PE Misto acaeani que A E .0 que Enbuuão, 


4.5 — ÂNGULO 


Consideremosa figura formada pela 
União de duas semi-retas fechadas dis 
lintas € de mesma origem: as semi-retas 


é É, vamos indicar por (AB. C) o se 
miplano fechado que contém C e tem 
origem na reta ÀB, Da mesma forma, 
indicaremos por (ÃC, B) o semiplano 
fechado que contém B e tem origem na 
reta AC. 

A interseção desses dois sem 
fechados recebe o nome de sn 
camos o ângulo pela notação 8, 
CÁB, indiferentemente), Podemos tam- 
bêm indicá-lo simplesmente por À, se 
pre que não houver dúvida sobre quai 
sejam as semi-retas consideradas. Pode- 
mos escrever 


BÃC = (AE, 0) 


É claro que todo fogdlo é uma figura plana. O ponto A chama-se vérrice 
retas ÀB é ÀC são os Izcos do ângulo. 


Interior do ângulo, Exterior do ângulo 


Se do ângulo BÃC forem excluidos 

ntos pertencentes às semi-retas ÁB 
e Â€, o conjunto obtido recebe o nome 
de do ângulo BÃC. É fá 
que o interior do ângulo BÁC é a i 
seção dos semiplanos abertos (AB, C) é 
(Ã€, Bj. 


=(AB,On (AEB) 


anos abertos) 


| Interior do ângulo BAC 


Podemos ainda def 


| Exterior do ângulo BÃC 


fem selação ao plano do ângulo) 
| é o conjunto de todos os pontos 
? desse plano, que não pertencem ao 
! ângulo 


Se as semi-retas AB e ÃT são opos- 
tas, então o ângulo BÃCE definido como É 
sendo um dos semiplanos (fechados) determinados pelá reta AB no plano consi- 
derado. É claro que à notação BÃC é insuficiente, neste caso, para especificar 
qual dos dois semiplanos está sendo mencionado. Na prática é sempre neces- 
sário dar um elemento qualquer que identifique o semiplano a que desejamos 
nos referir. 


Cc a a 


3.8 — TRIÂNGULO 


A 
Consideriioos Rio page ne 

união de U ntos ÀB, ÀC e BC, 

cujas extremidades A, BeCsejampon- E 


tos não colineares. 


Esta figura, que pode ser chamada 
de poligonal triangular, separa o plano 


é o outro não é convexo. A 
situação surge a id 
passaremos a definir. 
Vamos indicar por (BC, A) os 
plano fechado que contém À e tem 
Bem na reta BC. Da mesma forma, po- 
os semiplanos fechados. 


A interseção desses três semiplanos 
fechados recebe o nome de trtingulo, In- 
dicamos o triângulo pel: 
(ou ABAC, ou ÁCAS, 


Esse ssesansse 
REGE ESESSEES DS 


ulo é uma figura plana. Os pontos A, Be C são us 
, AT e BC são os lados do A ABC. 


lângulo 


Se do triângulo forem excluidos os 
Pontos pertencentes aos lados, o corjun- 
to obtido recebe o nome de 


lanos abertos (E 
. 0) 


+ A), (AC, B) e 


erior do A ABC = (BE, An (AE, B) 1 (R5,C) 


N 


Definimos também: 


Exterior do triângulo A ABC (em relação ao plano do triângulo) é o con- 
junto de todos os pontos desse plano, que não pertencem ao triângulo. 


4.7 — ÂNGULOS DO TRIÂNGULO 


5 
Dado o A ABC, ficam determina- 

dos vários ângulos, atravês de seus vérti- 

ces e das retas suportes de seus lados. s T “ 


Comassemi-retas BA e BC, por exemplo, 
obtemos o ângulo ABC, que é chamado 


semi-reta BA, obteremos tambéi 
gulo ABC, que é um ângulo 
B 


a semi-reta oposta a 
ta BC. É o ângulo ABC. 


o 


Exercícios Resolvidos 
43) Demonstre que um Engulo é um conjunto convesa, 


Solução 


O ângulo BÃC é a interieção dos semi. 
planos (AB, C) e (XE, B). Cada semiplano é 
Um conjunto convezo, Por outro lado, sabe- 
mos que a interseção de conjuntos converos 
é um conjunto convexo, Sendo assim, o dn 
Eulo também é um conjunto convexo. 


46) Demonstre que um triângulo é um conjunto 


Solução 


Mesmo argumesto do exereeio ante. R e. 
ingulo ABC é a interseção de três 
semiplanos, os quais são conjuntos converos 


47) Dado o ângulo (não ras0) BÃC, sejam P um S 
ano da semireta apra RB Qu por af 
da emita abena RÉ Demossto qn 
ter do segmento PO est comi nesers 
do ânplo BÃC 


q SPSS Que FS ct sado nâo BÃ. e M é rm pondo ie de 5, de 

x provar que M não pele às semeia RR e RE Def e o ai de 
AM. alinhado o que aburdo, pois Q deveria pertes i à ed 
"3 ado, M não pode perna à sera RE de ângulo RE 


4) Pemonsre que a uião ds dis Iados de um &nguo (nã 10) não é um cosjanto sonvero 


x de PÔ esá contido no internos de 
rgulo BÃC, logo o segmento RG tea por 
196 gue não pertencem da semiets RE eu 
Â€, io é, DO rão esá comido va união 
ds lados de BA. 


s4 


49) Prove que a poligonal triangular não é um 
conjunto convero, 


Soiação à 


Basa tomar see ado E porto P 
disinto de A de Be soe old BE à 
pon Q din de B cd. Come mostrou 
alii aut: seo O np 
to que não parent  Ã8 nem a DÊ (e 
mia são pteeem a RC, pol PAS ac 
RC). ut O ndo está cómo a po 

st 


Demonstre que o exterior de um ingulo não 
à um conjunto convexo 


Solução 


Dado à ângulo BÁC, se tomamos Pe 
Q de tal modo que B enojaentrz CP. C 
esteja ente B e Q, então o segmento PO. 
cujas extremidades pertencem ao exterior &o 
ângulo BÃC, não et contido neste exterior, 
pois BC tem pontos que pertencer aos lados. 
é também pontos que pertensem ao interior 
do Engulo 


Sea AOB um gl não ras, Intquemos 
por 

Bs 

168,4) 


epoca ef osniins opta sea 
piolade die acenando 
pipe 
fonpoliaca pára ser 
ESSAS 
CEP Cine nIa 


Se fist um ponto M er [a 1 f7),as duas coa abas oxorreriam simulancamente 


= cora a ra OR po pe P, det modo que P estro enre e 3 


ia a reta OB no ponto Q, de tal smodo que Q estávia enre Pe M 


A ocorência simultâneo das duas situações é um abxurdo, 


& 


ângulo 


Selução 


— Sóim o e senti (ÕÃ, 


1º) 5 Qez nf ento E cora 55 um 
ponto. e como FG e 5, imala que 


Medã 


2º) Se Qea"n 8 então PQ corta DA num 
ponto M, c, como PQ c 8. resulta que 


Sendo 
resultado de 


(OR. Bh e E = semipi (05, A), temos Pes nf Va as 
epi p1(ÕB, A), temos Ps 1 À. Vamos aplicar aqui o 


Peseica] + 


pesa BE = pro DP cant 


do ângulo A0B, 
m dizer que o 
tas abertas que esão em oy 


emos que a semireta DE 
or do ângulo AÓB é igual 
Jados do ângulo. 


| 4.14) Admitamos que à reia corta o lado DA do 
ngulo AB na ponto P eo ado DB no posto 
Q. Mostre que 


maos =P 


é 
o que PÔ = + 1 AÓB, pos rn AÓB É um cojunto conseso, e sendo asim, con 
o ja extremidades perencem a ee 
ra quer AÓB e PQ Pa. 
tai. ja M rm AQBeprovenos que 
Me PO. Se M p Pe M é Q.30 bá vs 
Mas o 1º caso o segmento QU corta a eta DR, o que signs que M pertenceia 
t M não petncera a ADB, 
rea DB e M perescenia a no podendo 
por cxcusão, esta o 3º cao, que significa que M et no intro de FG 
MePO 


bee que se Ma Po Mo ais é ima 
REC re que e Do que 
Bá e OE, enão E e ue A E 


Devgrios provar que DE cof 
Seja M DC, Eclaro que M ga 1 f lpois se 
Mean f então M perincera à cemirea 


õa. 


SeMeznf 


são, conclui-se que Mex 08. 


es 


Sendo aum: 
Bevor 


isto é, DE está ente OX e OB 


és DUDA o 
Mox que todo ve 
PPS rc 


Dois secviplanos são sempre copiarares 
igura representada 20 lado é sem do- 


ênice de um dagulo pertence a ese 
Angulo, 


0) O vêr de um ângulo pertence ao interior desse ângulo 
pj Para À, Be C ado co 


SAC = CÂBUCHA 
q) O interior de um 


do É a inereção dos interiores dos ângulos internos dese triângulo 


419) Dois segmentos ÀB e TD cortam-se nem 
ponto P inierno a ambos os segmentos. Prove 


No plano a lema o 4 ABC e no plszof » = 


teme a 5 ABC As retas AB e AB cor. 


es 


rent 


Capítulo 


5 Congruência e medida de 
segmentos e ângulos 


5.1 — FIGURAS CONGRUENTES 


Num modo impreciso de falar, duas figuras são Corgrtentes e & possivel 
m exatamente uma na outra”, da que elas podem 


: dizemos também que elas são — superponíveis 
mesmo iamarhio ea mesma forma 


alguns pares de Pap congruentes, 


e 
Ê 


A ilustração abaixo m 


om 


ias quando desejamos uma d! 
t Para dois segmentos serem congru 
Vem ter o mesmo “comprimento”, para que dois ângu 
as semi-retas que constituem os seus 

tura”, Entretanto, estamos usando nor 


les de 
jam congruentes, 
“dos devem apresentar a mesma “aber 
mente palavras imprecisas, 
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A abordagem que adotaremos possibilita superar essa 
rindo como pr 
de ângulos 


iculdade consi 
os Os conceitos de congruência de segmentos e de congruência 


A congruência de segmentos é um 
A congruência de ângulos é um conceito prim 


5.2 — CONGRUÊNCIA DE SEGMENTOS 


Para caracterizar devidamente a idéia de congruência entre segmentos, ado. 


fumos alguns postulados. O simbelo = vai significar é congruente a. de modo 
que escrevendo ÀB = TD estaremos dizendo que o segmento 45 é congruente 
do segmento TD. 


pis 


| Sejam ÃB, TD e EF segmentos quaisquer. 

| a) Propriedade reflexiva 
ÀB = ÀB (ou seja, todo segmento é congruente a si mesmo) 

b) Propriedade sime 
Se ÀB = CD, enião CD = ÀB (isto permite dizer que os segmentos AB 
e ED são congruentes entre si 

e) Propriedade transita 

| | SeAB=CDeCD = EFenão ÀB = EF (isto é, dois segmentos congru- 

entes a um terceiro são congrui sp 


Postulado PIS 


Dados um segmento AB e uma semi-reta TD, existe um único ponto E e CD 
tal que ÀB = CE. 


Conseqdentemente, é sempre possível “marcar” sobre; uma reta dada um 
segmento que seja congruente a um segmento dado. 


FA! 


PrrrrrrranaaAaaAAÇÇL preseesaaeerera 


Postulado PI6: Adição é subtração de segmentos 


Dados dois segmentos ÀB e À'B' e dados os pontos Ce ÀB e C'e AB: 
valem as duas propriedades seguintes: 

195 ÃC= ÀC 
2º) Se ÀB = À] 


5-3 — PONTO MÉDIO. DIVISÃO EM PARTES CONGRUENTES 


Seja M um ponto pertencente ao 
segmento AB, tal que AM = ME, Nes. A 
tas condições, o ponto M 


de ponto métia-do segmento 


Suponhamos que, sobre ÀB, são 
— é 
dos quatro pontos C, D, E e F, 


je modo que se tenha 


o, pelos pontos dados, 
se 


quer de pai 


congruentes e; 


5.4 — MEDIDA DE SEGMENTOS 


icações teóricas mais importantes da noção de congruén 
de segmentos é a conce de der 


com outro segmento que tenha sido 
. Primeiramente, algum segmento PG 
segmento recebe o nome de 


ou, simplesmente, PQ = 1, onde o simbolo PQ representa, de maneira simples. 
O mesmo que med (PQ). ou seja, a medida (ou comprimento) do segmento PQ. 

Consideremos agora o exemplo ilustrado abaixo. Sobre o segmento ÀB 
foram tomados os pontos C, D, E e F, de tal modo que 


e D E F 


Vemos, então, que ÁB compõe-se da união de cinco segmentos congruentes 

à unidade (ou, em unidade cabe cinco vezes no segmento 

Dizemos, por isso, que à medida de ÀB é 5, indicando med (AB) = 5 ou. 
implesmente, AB = 5, pás, 

r ÁB em um número inteiro de partes 

a PQ. Na maioria das vezes, a situação não será assim tão cômoda. 

lustração abaixo, temos um segmento ÂB para ser medido com a unidade 


PQ. Começamos, então, a partir de A, à marcar os pentos C, D, etc., de modo 
que os segmentos Â€, CD, etc., sejam congruentes a PQ. Entretanto, no final, 


ê [3 E F 


o ponto E resultou ficar além da extremidade B, de tal modo que B é o ponto 
médio de EF. Neste caso, devemos usar segmentos menores que a unidade, cha- 
mados subunidades. Se M é o ponto média de PQ, então a unidade fica dividida 
em dois segmentos de medida -L. pM = MQ = Como EB = PM, pode. 


mos escrever 


AB=AC+CD+DE+EB= III L=1 nas 


expediente, cada segmento poderá ser sempre medido com a 
. com O auxílio de subunidades convenientes. É impo: 
que, a partir de agora, dispomos de um método para atribuir a cada segmi 
dado uma medida (ou comprimento), que será sempre um número real não ne- 
gativo 
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Para resumir, vamos relacionar as seguintes propriedades da medida de 


segmentos. 


) A todo segmento é possível 
igual a zero para o segmento 
quer outro segmento, 

) Dois segmentos congruentes entre si têm mesma medida. Reciprocament 
se dois segmentos têm mesma medida, eles são congruentes entre si. 

) Se o ponto C pertence ao segmento 
ÀB, então 4 8 


med (AB) = med (ÃO) + med (CB) gi 


uma medida (ou comprimento), que é 
é é um número real positivo para qual- 


ou, em notação simplifica 


AB=AC+CB 


Nos próximos itens vamos estabelecer noções semelhantes, com relação a 
gulos, 


Distância entre dois pontos 


Dados os pontos A e B, a medida do segmento AB é também chamada 
distância entre os pontos A e B e, às vezes, é indicada por ó,y. Temos então 


óu =AB 


a AB. cando Bent A! EC Pie que 
RES RE,HC = BC «ED = ED. 
no AB = 


do Pi6 


2) Temoronã pogios Be leis RÉ. ComoÃB = RE'eBC = 5 

pelo PI concluimos que AC = AC 

ty Tegos os segmentos AB e A e os pontos CEÃD e Ce AD NE = KT 
re 
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Ourso modo 


Podemos ua mé a de medida pm apa, e pecados 2 Ras 
so im 5 As 

Ce RB ndo, pe 3º pop. AD = AC + CD 

Be ÃC, então, pela 3º prop, AC » AB + BC 


Assim, 
AD=AB+BC+CD (EAD =AB+BC+CD) 
Mas, pela 2º propriedade, AB = A'B', BC = BC" e CD = CD. logo 
AD=AB4BC-CD-AD 
Portanto, AD =D. 


É o ponto médio do segmento 
e que 


propriedade, OM « DA + AM <, como M é ponto medio de AB. tese 


ou on «28 


Mas, novamente pela 3º propriedade, O + OA + AB, donde AB=0B- OA. Asi 
08-04 04+08 


om =04+ 


pra SUA, A a E) 
on =av- on =AL ou SAFOB q, S8-0A 
Ne es M€ o po nã de egito u 
spo ts frear DR JR 
imbém o panto médio do se; Be a 8 e hd 


Solução 


BM =AM AD -MD-CD-MC 


Exercícios Propostos 


Postulado PIS 


55) Na figura, teme À .— E 
K= e E Dados um ângulo não raso qualquer APB e um ângulo raso CÓD, existe 
Inacio pai Aê E Mace que É = E uma única semireta QE c CÓD tal que APB = CÓE.” 
56) Na mesma figura do exercicio anterior, leme RÉ = BB. Mostre que E = 
= 8 E 
57) Na figura, emas EB = BÉ Sendo M o pen; n N 
to médio Ge REC N O ponto médio dB as ; 
most que MN = AB A B e 
58) Na M £ o ponto médio de AB e N ” N 
ode CD. Sendo AD = 926 RC = Saldo +++ - 
MN AB c o g 


89) Na figura abaixo, M é o ponto médio de KB, N é o ponto mésio de TD e P é o ponio médio 


Analogamente ao caso já visto no PIS, este postulado garante que é sempre 
possível “marcar”, a partir de uma semicreta fixada, um ângulo que seja con- 
gruente a um ângulo dado. 


e Q é ponto médio de ÀP. Mostre que Q é também ponto médio de 
"q np 8 


Aa 8 é 


5.5 — CONGRUÊNCIA DE ÂNGULOS 


A idéia de congruência entre ângulos fica devidamente caracterizada por 
ia. de alguns postulados, 


a A 
Dados dois ângulos APB e A'f'B' e dadas as semi-retas PC c APB e | 
Postulado P17 | PC APB, valem as duas propriedades seguintes | 
, [ 12) Se APC = APC' e CÊB=C'PB;, então 
| Sejam À, É e É ângulos quaisquer. | 
| 
| | 


APB=APB 


a) Propriedade reflexiva 
À = À (ou sejã, todo ângulo É congruente a si mesmo) 


| 22) Se APB = APB' e APC = A'PC, então 
| 


CPB=CÊB' 


b) Propriedade simétrica 
Se À = 8, então B = À (isto permite dizer que os ângulos À e B são 


o 


8 — BISSETRIZ. DIVISÃO DE UM ÂNGULO EM PARTES 


| congruentes entre si) j CONGRUENTES 
«) Propriedade transitiva ds Rd 
Se À =BeB=C então À = É (isto é, dois êngulos congruentes a um Seja PM uma semi-reta contida no 


ferceiro são congruentes enire si) ângulo APB, tal que APM = MI 
tas condições, a semi-reta PM recebe o 
nome de bissetriz do à 


Este postulado P17 é análogo ao PIA, referente a segmentos 


EM 


RP ro QD 


7 
| 


Suponhamos que, no interior do ân- 
plo JAPB, são tomadas três semi-retas 
+ PD e PE, de modo que se tenha 


APC = CÊD = DPE = EÊB 


Dizemos, neste caso, que o ângulo APB está dividido em quatro partes con- 
gruentes entre si, Es análoga à divisão de um segmento em partes con- 
gruentes, gene i 


E 

Sejam PBQ e MAN dois ângulos e 
seja AN! a semi-reta oposta a AN. Esta 
nova semi-reta define um novo ângulo, 
NA) 

8 

Dizemos que o ângulo PÊQ é su- u 

plementar 40 ângulo MÁN se 
N A N 
u Note que, em particular 


NÂM é suplementar ao âng 
€ ainda que a união destes dois ângulos 
é um ângulo raso, Sendo assim, dada uma 
reta NNE, 


Eh 
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Ângulo reto 


Ângulo reto é um ângulo que é congru. — 
ente todo ângulo que lhe é súplementár. 


“Podemos construir dois ângulos retos tomando uma reta NR”, um ponto 
A no interior do segmento N de NN', de tal modo que 
ângulo raso fica dividido em dois ângulos retos. 

Vamos admitir a seguinte propriedade: 


Todos os ângulos retos são congruentes entre si 
5.8 — MEDIDA DE ÂNGULOS 


À semelhança do que dissemos sobre segmentos, medir um ângulo é, basi- 
samente, compará-lo com outro ângulo previamente fixado como unidade A 
rigor, qualquer ângulo (não nulo) pode ser usado como unidade. Poderiamos 
tomar como unidade o próprio ângulo reto, que é fácil de se reproduzir num 
desenho. Mas o que se faz mais costumeiramente é adotar para unidade uma 
do ângulo reto. 

Vamos imaginar que o ângulo reto é dividido, por meio de semi-retas, em 
90 partes congruentes entre si, Podemos 
adotar uma destas subdivisões como uni- 


a a ter medida igual 
90º (90 graus) & o ângulo raso iem me- 
dida 130º (180 graus). 
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MICASACASRRRRERRERESATa RAS 


CÃB in 


do mede 140º, 


tério, a cada ângulo 
fem graus), que será sempre expressa através de um 
9. A medida de um ângulo AÓB é indicada pelo sim- 


número real não nega 


bolo med (AÔ] 


A medida de ângulos tem propriedades semelhantes áquela 
segmentos. 


vistas para 


12) A todo ângulo é possivel a 
para o à 


buir uma medida (em graus) que é igual a 2eto 
9 ângulo nulo e é um número real positivo para qualquer outro ângulo. 
2º) Dois ângulos congruentes entre si têm mesma medida, Reciprocamente, se 
dois ângulos têm mesma medida, eles são congruentes entre si. 
32) Se a semi-reta DC está contida no 
ângulo AÓB, então 


med (AOB) = med (AÓC) + med (COB) 


Subdivisões de 


Um grau (1º) se subdivide em 60 minutos (60') 


=6 
[grau = 60 minutos 
Um minuto (1') se subdivide em 60 


ndos (607): 


V=60 
1 minuto = 60 segundos 
Assim sendo, |* = 3 600" 


so 


. O ângulo XAY, da ilustração abaixo, mede 48º, enquanto que 0 ângulo 


5.9 — ÂNGULOS ADJACENTES. ÂNGULOS OPOSTOS PELO 
VÉRTICE (OPV) 


Angulos adjacentes 


Em muitas situações, dois ângulos podem compartilhar um lado comum, 

lendo os outros dois lados em semiplanos opostos com relação a esse lado comum. 
Tais ângulos são chamados adjacentes um 

ao outro. Na ilustração no lado, os ângu- 

los AÓB e BOC são adjacentes, pois têm 

| 8 em comum o lado OB e as semi-etas 
DA e DC encontram-se em semiplanos 
opostos com relação ao lado OB. Note 
que 


o E] AÓB n BOC = OB 


Observe também, na mesma ilustração. que os ângulos AÓB e AÓC não 
são considerados adjacentes, pois, apesar de terem em comum o lado OA, os dois 
outros lados encontram-se no mesmo semiplano com relação a DA. A inter- 
seção desses dois ângulos É o próprio ângulo AÓB. 


AÔBn AOC = AÓB 


ângulos opostos pe 

Quando duas retas se interceptam, elss determinam quatro ângulo: 

Por exemplo, as retas AB e CD, 

ura ao lado, determinam os ângu- 

los ABC, CPB, BPD e DPA, Os ângulos 

APC e BPD são opostos pelo vértice (ops). 

P Osângulos CPB e DPA também são opy. 

Para dar à este conceito uma definição 
precisa, escrevemos: 


c 8 


g > 


| Dois ângulos APC e BPD são opostos 
pelo vértice (opv) se: 

P está entre A e E 

| P está entre Ce D 


ou então se: 


P está entre Be C 


Poderíamos dizer também que APC € BÊD são opy se cada lado de um deles 
é uma sembreta oposta a um lado do outro. 


5.10 — RETAS PERPENDICULARES 


Consideremos duas reias r e s concorrentes e observemos os quatro ângulos 
(não rasos) que elas determinam. Se um 
r desses ângulos for reto, diremos que elas 
são retas perpendiculares entre si e indi. 
caremos (indiferentemente) Ls ou 
7 5 lr, para significar que r é perpendi- 
z cular a ou s é perpendicular a r. 


noção de “perpendicularidade” à segmentos é 
semi-retas, quando utilizamos expressões como "segmentos 
Perpendiculares entre si”, “segmento perpendicular a uma se + “semi. 
felés perpendiculares entre si”, etc, estaremos querendo dizer que as retas que 
contêm as figuras mencionadas são perpendiculares entre si 


ÉS Tede, 


Teorema 


Seja r uma reta contida num plano x. Por um ponto À € t pode-se conduzir 
uma única reta contida em a, perpendicular à reta r. 


Demonstração 


Seja AP uma dassemi-retasda retar, 
com origem no ponto A. Vamos cons. 
truir a semi-reta ÁQ de tal modo que 
PÃQ seja reto. Assim, a reta s = AQ é 
perpendicular à reta r. 

Para provar que essa reta é única, 
imaginemos que a rea t 5 passa tam. 
bém por A e é perpendicular a r. Seja 


EF) 


AR à semi-reta da reta t contida no mesmo semiplano de origem r que con- 
têm AQ. Temos então dois ângulos PÃQ e PÁR, ambos retos e construídos no 
no a partir da semi-reta ÁF, Mas, pelo postulado PIS, a partir 
-reta AP pode-se construir um único ângulo reto no semiplano dado. 
Por isso, a existência dessa reta t é um absurdo, 


5.11 — ÂNGULOS COMPLEMENTARES 


Dois ângulos são complementares um ao outro se à soma de suas medidas 
é igual a 90º, 


Observemos a ilustração ao lado, 
ênde temos dois ângulos, MBN e PÃO. 
complementares um do outro. Temos, 
então 


med (MN) + med (PÃO) = 90" 


Se construímos o ângulo reto PÃR 
(de modo que ÁR e ÀQ estejam no mes- 
mo semiplano com relação a AP), é fã- 
cil perceber que QÂR = MBN. 
te também que os ângulos PÃQ 
e QÁR são complementares um ao outro, 
ou seja, a semi-eta AQ divide o ângulo 
teto em duas partes coniplementares, 


5.12 — ÂNGULO AGUDO E ÂNGULO OBTUSO 


Um ângulo não nulo é agudo se a sua medida é menor do que 96º 


cttuso 


E 


Um ângulo é obnso se a sua medida é maior do que 90, mas menor 
do que 180º, 


Assim, se À é agudo e B é obtuso, temos 


0º < med (À) < 90º 
90º < med (8) < 180º 


É fcil notar que se dois ângulos são suplementares um ao outro, sendo 
nenhum deles nulo, reto ou raso, então um é agudo e o outro é obtuso. (Em outras 
palavras, se um ângulo é agudo, seu suplementar é obtuso.) 


Exercícios Resolvidos a 


$11) Prove que se dois ângulos são suplementares, a suas iedidas têm soma igual a 180% 


I a 
| 
A a o 
Sejam PÃO e NA dis golos spt 

mentare, Se AN" Ga se 138 

então temse P$Q = N ? ” 

de ângulos supleme 
q 2º propriedade da medi de Gnpulos 
i que ss 
y med IPÊG) = mes (NM) 
] A á N 
| Por outro lado, ela 34 preeidade, tamos 

mes SAN) + med IN ÂN) = med (NAN) 


É como med INÃN) = [80º fingulo raso, vem 


med (MAN + med (NAM) = 150º 


é Falmente 


med (98) = 140" 


Prove 


use los ângulos têm soma de medidas igual a 180º, ees são suplementares, 


o 


Sejam PÃQ é 
med (PRQ) + mes IM 


ângulos tais que 


Na 1 q) 


Tomemos a semi-reta ÂN, oposta à 
AN, Tese 


med (NYÁMO) + med IMÁN) = met INAS) = 130e É (3 


aa 


BESSSTSLLLLLLLLALS ISS IITTIITILLATAAA 


De (1) e (3) conclvimos que 
med (F5Q) = mei 
é então, pela 2 propriedade da medida de ângulos, 
PãQ = NAM 
Assim, PÃQ é MAN são suplementares 


CRM) 


$413) Prove que, se duas reta são perpendiclares, estão os quatro ângulos (ão rascr) que elas de. 
lerminam são tetos 


Observemos (para gui o raciocinio) a 
figura ao lado, onde temos duas res re s 
perpendiculares, Da definição de retas perpen- 
Siculares, sabemos que um dos duplos form 
dos por r es é reto. Supochamos que ARC 
ja reto: med IAPC) = 90%, Mas APC é 
DÊA são suplementares, logo 


med [DPA) = 18º — mes (ARO) = 180º — 90r = ar 
e assim, DÊA é reta 
Pelo mesmo raciwinio, como BÊD e DÊA são suplementares, concluímos que BÊD é 
teto e, atalogamente, CÊB também é reto 
S13) Prove que dois ângulos dpv são congruentes 


Consideremés os ângulos opv e APC e 
BPD indicados ra figura, Como APC e CP 


ei — med (CPR) 
Como BPD e CPB são suplementares temos 
med (BÊD) = IE — med (CPB) 


Asi, med (ARC) = med (BPD) 
espeto ABC =BÊD 


548) Na figura, A, O e B são pontos sinhados é 
estão indicadas as medidas dos quatro ásgo 
los representados. Caleie 1. 


Basta escrever a o 8 


em 


xd) de = 39 + (89) — 130 


donde 14p — 2º = 180 asi x = 


530) Os ângulos adjacentes ADB e BÔC têm por 
bissenrizes as semi-reas OM é ON, 
vamente. More que 


Deve lr 3 4H a e — 6, donde tios 1 = jér, assim 


1 
med(MÓN) = mei (MOR + mes BOM) = me (ADE) + a med (DOC) = 


= A qmeg (408) + med (BÔC)] 


EE Cd gr do lado, 
PRE a tin doing ui 
Peas 

que MB é 1 


521) Prove que se a bi 
são suplementares, 


es de dos nulos adjacentes formar ângulo teto, então os dois ângulos 


seit de BPC. Prove 


e de dois dogs complementar, cuja direça de medidas é ms 
as Solução 


E c ç : Pelo ext aceir, o gl ds dous bee tem medida ig à 
Ê 
| clsá (09 = L Img (4OB) 4 mes (80C) 
| me (MB) + rs BPN) ret MON) = meg 1408) ) 
1 
sest4pa) e L nego) = tis ae A 0, lo 
já E | red (AOB) + med 1BOC) a 1H 
mes 498) + mes (886) 
| io é, AOB é BÓC são suplementar 
= Lao) = so 
3 
nulo AÓB en À 322) Dado o ponto P no interior do segne 
ar a DB e sido o ÃD, tomam-e, ora da teia AD, os portos 
a BB e atua Page pi rg 
a bits dos doe que se APB = CÊD, enão es pontes BP 
fics AÔB  AÔC, respeiaçeno cod € Cão lihados fito é API e CÊD são - : 
2 medida do ângulo MON om, A 
Solução 
o á 5 
TRÉIMON) = mei (AÓN - mei taÓM) = ! 


Soleção 
= 3 mea (A0C) - À mes (408) 


Como mea IAPI) = med ICP 


a 

= flnea (406) - mes1A0) = 
aestão 

= me (866) = Lg o q Lero, BC é um ogulo rs, dosde 8, e Cedo alinhados 


med (CPD) + mea (DÊB) - mei (APB) + res (DÊS) = med (ABD) = 180º 


14414 


SISTTETECUCUUr 
Err ir pp 


ISISIFELELLTERRAAAS 


Exercícios Propostos o 


Compleie 


2) med IBÃC) + med (CAD) = med...) E 
d) mes (CAD) + mee (DÃE) = med...) 


medidas dos complementos dos ângulos cujas medidas são: 


masi; esmas 


ongruents, então os seus suplementares são também. 


528) Prove que todo dngulo reta é suplementar a si mesmo, 


529) Prove que ve dois ângulos não nulos s30 corsplementate, então eles são apud, 
A soma das micos de doi dnglos é S6*e uma deas é igual a 3,5 da ota. Calele ess meias 


A media de um ângulo é o tipo ds medida do seu complemento, Quanio mede ese ângulo? 


Um ângulo mede 36º 
ânguto, 


os que 6 seu suplemento. Calese à medida do complemento desse 


5.32) As medidas do suplemento « do complemento de um Angulo são uma a tiplo da outra. Qual 
é a medida dee ângulo” 


formam um dngulo de 69% Um dos drgulos mede 37 


do AÓBe TP es contida no nom. 


mes (084) = | fmed (POB) — med (POA) 


ss 


des. 


[som Na fura, RE 4 RE e RB 155. More 
queosinilosBÃE CAD são utemenares 


5.38) Na figura, UM é OR são as brserres dos 
ângulos AB e COD, respectiament, Sendo 
AIC é BOD ingulos tetos, mestre que MON 


$39) Com origem no posto O é RB condicemse 
as semitetas DO e OB, em semipianosopos- 
tos, de al modo que AÓC = AGD. Mostre 
que O é a bisetriz do ângulo CÓD. 


as bisesrzes de dois àspuos opy 


sm 
os as opostas 


541) As semeia da figura formam vês ângulos 
[O congruentes. Quanto mede cada um? 


S42) A sembrea BM éa bisetria do 
e é perpendicular à reta AD, M 
ângulos AOB e CÓD são congs 


EEE) 


Capítulo 


Congruência de 
triângulos. Polígonos 


convexos 
8.1 — TRIÂNGULOS CONGRUENTES 
c 
vértices de tal modo que os seus lados 
sejam dois a dois congruentes 
4 aa 
P 
o 


É 


— 0 vértice A corresponde o vértice P 
—a0 vértice B corresponde O vértice Q 
—ao vértice C corresponde o vértice R 


Se relacionissemos os mesmos dois 11 


ngulos através de outra correspon» 
dência, por exemplo: 


ASR 
BuP 
coQ 


teriamos que À é À não são ângulos congruentes, nem 8 e B, nem É e Q. mas 
nem por isso os dois triângulos deixariam de ser congruentes. Apenas, não o 
seriam para esta correspondência, 


6.2 — CRITÉRIOS DE CONGRUÊNCIA DE TRIÂNGULOS 


As propriedades relacionadas a seguir permitem concluir que dois triãr- 
gulos dados são congruentes, de modo menos trabalhoso do que aplicando-se 
diretamente a definição. De um modo geral, vamos observar que para se con- 
cluir a congruência de dois triângulos basta verificar a congruência de três figuras 

jos ou ângulos internos), entre as quais deve haver do menos uma que seja lado. 


então A ABC = 4 PQR 


c 
ui ; a 
Se dois triângulos-têm congruentes 
dois lados € o ângulo compreendido entre 
eles, então esses dois triângulos são con- 
guentes 

P a 
2 critério o j é 

a 


então A ABC = A PQR 


RO 
es” 


> 
mal» 


Se dois triângulos têm congruentes 
dois ângulos internos e o lado compreen- 
dido entre eles, então esses dois triângu- 
los são congruentes ” 


HH 


EMMA TATA 


e 
3º critério 
se AE SP cado ADC = A POR ds 


= R 


/N, 


ângulos têm dois a dois 
congruentes os três lados, então esses dois 
triângulos são congruentes. 


c 
AAL rasto 
[ Á=b 
Sej B=D ento AABC=APQR 4 a 
Be =0R a 


a um desses ângulos, 
triângulos são congrues 


lado oposto 
esses dois 
» a 


Dos qui 
é o primeiro, LA 
no decorrer des 


Exercícios Recolyidos 


61) Demonstre o crúério ALA. 


adiante, 


A respeito dos triângulos ABC é PQR É dudo que 


Prove que os ângulos da base de um 
ja lsósceles são cobgroenes a 8 


Vamos estabeeces uma cortespondênci eite o Irângulo ABC é ele mesmo. assim 


no & ABC, no 4 4€ 
BE corresponde a TC 


E 


es) se; 


Prove que lota pot da metitriz é eq 
distante dos extremos da segmento 


Selução, 


Indiquemos por P urs ponto qualquer ! 
da mediar é por M o ponto médio de AB, x 
Se P = M, é chto que PA = PB, nada testando à provar Se P sé M, tonsidetemos os trám- 
gulos AMP e 4 BMP, para os qu 
JM = Hã 
AúB= 


Mê = MP 


médio de KB) 
(pois ambos são tetos) 


Pelo critério LA L, temos A AMP = A BMP, logo PÃ = PE e assim P é eqiidisanie de A 
edeR 


e] 
Na figura a a reta ESA é a medistra 
vegiero AR Prve que o trmulo ABC 
Pr 
suúnção A po 


Como Ce UM, pelo exercicio anterior temos AC = BÉ. 


logo 4 ABC é ice 


dados uma reta e um ponto P fora dela Prove que por P pode-se conduzir uma única 
teia perpendicular à reta 1 


Lembremos inicialmente que a demonstração para 0 caso em que P e já foi feia ante. 
ente (veja o Ieorema demonstrado na item 3 
A demonstração do presente caso deve 


Es seguida, tomemos sobre AT 0 porto Q ta que 
AB = ÃQ. Seja R o ponto em que o segmento PG 


Logo, pelo critério LA L. 2 ARQ = A ARP. Dai testa que ARQ = ARP e como eles são 
suplementares um do outro, ambas são retos. Conciuimos então que PQ 1 1, 


Sata Se foste R = A. não termos o tidngulos A ARQ e & ARP, mas, em compensação 
P.A.Q seriam alinhados e a teta PQ seria perpendiclar a 1. pois como BAQ = BAP, 
dit ângulos seriam retos. 


Unistade 


ad 


mes quéas ps e sho perged 

RES AO 
copa e 3/4 Ponta ond entr a Ses 
& lomemeé o posto Q del modo que Basa 9 
ema médio de PÔ, ia aque BE = BO. Par 
és viiaguos PAS € A AB, temos: 


O tumbos reos 


Aim, pelacrisio LA L. à PAS = 4 QUE 
QÃg é um ingulo reta Nesse caso. RQ 1 1º Mas pelo ponto À no é pon 
mo plano, uma única teta perpendicular à reta + ea 0 teorema da tem $ 
à suposição de que existem duas re 


c 
Uma conseãência imedia 
os iagulos À é É retos. peio ponto € es 
riam passando du; disiptos, perpem. 
A 8 


Odo oposto 
chamas lies e e Gr ao ads charme eee 
a 
sd dem pat ma sa | 
'| 
Datos o goto Pa mta . seja Q 0 
ponto ode + ton à rea perpenciedr 
duda por PA is o pe é 
preta pe dão fo fios 
entre Pe Q | 
tc bz" I 


O ponto Q é chamado preisção artegonal de P sobre a teta 1 (ou, simplesmente, projeção 
de Pobre 
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ancanannnanaa RE 


66) Desmonste o esibrio LLL. 
Solução 
A a a 


À demonstração deve levarem coa os ts caro atrados acima Sejam os trioguos 
ABC é POR, para 0x quais se tem . o 


Devemos provar que 4 ABC = A PQR, 
somo postulado) ou 9 critério ALA (já ; 
Vamos construir a sembseta ÁD, no semiplano opesto do do ponto €, de modo que 
BÁD = QBR 
€ tomemos sobre essa semi-reta o ponto E tal que XE = PR. Esta const 
Eulo ABE, 0 qual & congruente ao A PQR, pois 


=0Pr 
=PR  (moLAL) 
4 p SSB Po ponto de interseção de TÉ com à reis XB. No caso 
2P=A e. no caso 3, À está ente Pe 8. Temos: 
2) ACE = AEC, porque o £ ACE É isbuceles nos casos 
nulos 
d) ECB = CÊ, pois o & ECB é Isis, 
€) ACB = AEB: no caso | temos 
é PEACE) = res (ACE) 4 nes(EÉB) 
med (AEB) = med (AÉC) + mes (CÊ) 


ê 


está eme A & B, no caio 


E: e caso 2 estes dois ângulos sã 
a 2 pulos são 


O PSIACB) = mes (TCB) 
mei (AEB) = mos (CÊ) 


no caso 3 temos 


mes (ACE) = mad ECB) - me (ACE) 
E mes (AEB) = mes ICÊB) — mes (AEC) 
d) Sendo asim, A ABC = ARE, poi 
Ke a RE 
atB = AE 
BEsBE (mo LALI , 
Portnio, 4 ABC = A POR N 
, Ei "e ” 
43) Sejm, num plano, um segmento AB e um 
pomto P egêidistante de À é de B Prove que 
O pono P perene à medi do segmento 
RB, contida ro plano Gado, X 
pa LN 
A E 8 
r 


«esse caso É imento que P per 
e provemos que ré a me. 


Pe O AMP. teme 


Seja M o ponto médio de RB, Se Pe emo P = 
sen à medi Suponhae que P4 E. Neve cs, se 
din to É quer — RE. Paraiso tato 


logo. pelo riério LL. A AMP = A BMP Sendo assim, ASP = BNP e. como são suple- 
mentares um ao cutto, ambos são tetos: r 1 AE 


sr 


Obmervação: Unindo-se as conclus 
segmento num plano, estão s mes 
grométrico) dos portos do piano que são egitistantes dos pontos À e E 


dos exercia 63 é 


7. podemos eterever que" dad 
a do segmento, contida nese plano, é 0 conjunta 


68) Miodianas de um iiinguio — Um segmento que tem uma extemid 

ponto médio do lado oposto tem O nome de mediana 
Um uiângulo ABC tem três media. 
A BeC 


À ove ue, ram teigulo isbgcles, à mediana 
seita à bue é pergendiular à base 
a 8 


9 


A 


Solução e 


Seja M o ponto médio da base ÀB do 
tidagulo freios ABC, Com relação dos 
ttilngulos AMC é BMC, temos 


alii 
u 
Jogo, pelo estria L LL, & AMC = à BMC, Assim, x ângulos AIC é BJ4C são congruen 
tes 6, como são avpleméntases um ao outro, ambos são elos, donde ES 1 
Ouro modo 
Como Cé oi 


do segmento ÀB, logo 
a rea EM E perpendio 


69) Trtisgao eg 


dos são conventos 
Trsiaçudo eg 


c 
É a Sedução 
a o Joga ee é ao mes 
mo lempo jsésceles de base XB, de base Â€ e 
de base BÊ. Como num. ses or 
ângulos da base são congruentes (veja 0 exer 
k int que Á= 8, An Ce 
E a ângulo é eqllângal. 


dI O iriángulo POR é eqtiângulo: Vamos estabelecer uma correspondência en 
gulo é ele memo, assim 


P-Q 
Qu 
RIR 
somo de temos a ulplos A PQR + OP. Temos que 
[8 cormspande a q 
do 4 POR PG conepande à QB no à QPR 
Q comendo a É 


figuras que se correspondem são congruentes, pelo critério A LA lemos. 
3 POR = 4 QPR, logo os lados que se cor es entre si: PR = OR. 
Por “dênica que triângulo POR 
é e 


sa 


temos ABLRC, ABLED e A, 
Prove que o tiiegulo ACD é 


Para o tribgulos ABC + ABO, lemos 
eli 
ABC = ABD — fambos ret) 
E He 255 k 
o LL, & ABC a 4 ABO, Ani, RÉ = AB, oque spa que AACD 


de am triângulo — Se. por um vértice de um triângulo. confuae 3 teta perpendicular 

à reta suporte do Judo post, à interseção densas duus retas dsme 9 m4 
calar, O segmento cujas ex 

lise € o pé da perpendicular desse vérice ao lado 

oposto chama-se ultra do imánguto 

denomina altura à mediês 

trdegulo tem três 

No figura, 

mentos CH e ÀJ. 


Prove que. num irágclo iósceles, mediana 
à buse é tambem aitura 
e 
Coro já ficou provado no exercicio 8, 
nam ringulo sóscees a mediana relativa à 
base É perpendicutar é base, logo é atra 
AMB 


) Bisenizes internas de um triisguio — Seja CD a semi-eta bissetra do ingul 
ttiângulo ABC € seja S posta de 
sereia com o lato AÊ, O segmento ÉS chama 

pa se biuerio injerna do trigo, relativa ao vértice 
€ Hi outras duas e 
se dá o pome de be 
sementos. 


Prove que, num. 
celta à base é também Bisenriz interna. 


E) 


CRRRETRRAAAATTTOLLCETLAACANAASITT 


JHLLLLLAA AR 


à figura do execio ar 


+. Os trilagudos & AMC e & EMC são congruentes 
o AÉM = BEM e assim CM 


CM Emi 


613) Prove que a soma das medidas de dis Angu 
que 187 
Solução 6 ) 


Dado o ABC, provemos que 
med (6) + med 0) < 187 


sendo M o ponto médio de BÉ, toremos sobre a semi-teta EST 0 ponto D tal que M 
o aúdio de ÀD, Ox triângulo ACM é DBM são congruences, pois (LAL) 


Eis posto médio) 


Logo, ACM = DEM. Assim, 


med (8) + mes (6) < 184º 


à medida de um ângulo esterco é rs 
o adjacente a ele 


do quea 


) < 180" — mes by 


oe — mes (8) 
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Demonste 6 critro AML 


A sto 
para gls ABC é PR, ts 
A=P 
EO 
A B Be=QR 
A a eo 
ABC = 4 POR 
É a 8 
Epa “ 
da 03 POR qe é cone 13 ADE, pa 
tau 
PP [o 
per a 
ms 
tai A 
Ro 
' Ei a 


dois casos, o PF'R apecsenta um 
cente a ele Ito é impossível, pois contaria 
única hipótese potável é P' = P e porumio 


BABE =APOR 


mes (à) > mes 8) 


e 
eira, se ed (AI > mad 
page 

A tg 
Senão ' 
SE BC > AE, endo x into do lado 
DE posenar ie à pone E que ' 
BC =AC Auim, o & ANT É isôsceles, Y 
logo ABE 2 BR Como ARC É um Ã . 
ângulo exterro do A ABB', tema E 
med (ABC) > med (8) 
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q Por outro lado, tem-se met (Ã) > med IBÃC) Assim, 


mes (8) > med (NÃO) = mes ABC) > mes by Ene Eis eae 
mes (Ay > mei ima lado de PQ no plano do 4 PQR, de modo que 

É b) Suponhamos agora que mel (A) > med(B) e provenos que BC > AC. Or, de fase TFQ = CAS 

| BC = AC, teriamos À x À, pois À ABC seria isôsceles. Se fosse BC < AC, pela pare « 


1 


& marquemos o ponto 5 sobre exa semi reta, com 


teriamos med (Ã < te (8), Em ambos os casos temos absurdo. Logo, BC > AE. PES RC Asim APOS EA ABCILAL) Seo 


A 


1 ponto S pertence à reta OR feaso 1), como 

É a mes (RÉQ) > met SO) 

! 617) Demonste que, em todo iringui, a medida de qualquer lado é menor do que à soma ds me 5 está ente Ré Q. lego a 
idos dos outros dis lados. asear 

i donde BC < QR 


BD = AB+AC 


E Assim, À está no interior de BD e AD = AC. No 
AACD, iósceles, temos 


Se a ponto S está fora da reta TR (essos 2 e 3) 


me (ADC) = mes (ACD) 
« como med (BÉD) > mes (ACD) 


e v a 
8 mes (BED) > med ADO) 
Pelo exercicio amerior, no & CD temos, portanto, q 
sc < 80 
rh BC <AB+ AC EN 
$18) Demenate que, se BC = AB + AC, estão os pontos 4, 8 e C estã alinhados. P a 
Se les não estivessem alinhados, seriam vértices de um irângulo logo. pelo exreeo set 

For, teriamos BC < AB + AC, c pótese, e 


10 + 9, deveriamos ter um lado cj medida fosse maior do ee 


tros doi, o que é impossivel 


sendo X TR Como med (RP) > rat (SP), K et entre R e Q, logo QR = QX + KR. 
$30) Sejam os triângulos A ABC e 4 PQR. com RB a PQ e XE = BRL Prove que, se Além dio, como / PRK = 6 PSK LA), teros KR = 5. 


a No & SQX, temor OS < QK + KS frja o exerscio 17) Então, QS < QU + KR.istoé, 
mei (à) < med (P) 


então BE <QR, 05<QR' donde BC<QR 


102 > 103 


dedo] 


j 
! 
i 


621) Demonstre o reciproco da Ieorema do exexcício anterior, io é, que se BC < QR, ex 
mes (À) < mes (8) 


ed (Ê), leiamos & ABC = O PQR (LA L), donde BC = QR, o que 


pelo teorema do exercicio anterior teriamos BC > QR, coctra 
a húpótee, E 
Assim, só pode sr med (À) < ms (9). 


Exercícios Propastos 


622) Nim triângulo resingulo, a mediana relativa à hipotenusa é perpendicular à hiplenusa. Mos- 
ve que esse tiárgulo é ióscees 


623) Prove que um tiiogulo que tem dois ângulos Internos congruentes é isóscels 


628) Na fig 
= DAS. 


e ACD ADC « CÃB = 
que AB = ADE, 


6.25) Se os segmentos AB e TD interceptam-se no seu ponto médio, prove que AC = BD. 


a 9 q 


626) Na figura, temese AD = BC c À = 5, sen. 
o eoplanares. Prove que 


AB. Tomagae os portos Cesc Def de AC 


modo que CÁ « EB e DA = D5, Demons. 
te que DÃC = Dêc. 


623) Prove que, de um triângulo 
são agudos 


um Angulo Interao eto, então os des outros & 


620) Prove que vs ângulos da base de um tingulo isbscies são agudos 
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6.3 — ÂNGULOS ALTERNOS INTERNOS 


São dadas as retas r, se t, contidas 
em um mesmo plano, tais que t 
as outras duas nos pontos di 

e BESTA reta t é chamada transversal 
com relação a r e s, Tomemos sôbre r o 
ponto C e sobre s o ponto D, situados 
em semiplanos apostos com relação à 
transver 


f 
| Os ângulos CÃB e DBA são chamados altemos internos 


No caso particular em que res 
duas retas paralelas, dois ângulos a 
nos internos são congruentes. Inversa- 
mente, se soubermos que dois ângulos 
aiternos internos são congruentes, pode- 
remos concluir que r e s são paralelas 
o quetieemos dnoaiimide: poi pró» 
ximos exercícios, 


Exercícios Resolvidos 


630) Demonstre que, se duas retas coplanares, cortadas por uma transversal, formam ângulos ale 
nos internos congruentes, então essas duas res são paralelas. 


selação à rea 1 é adiitamos que os ângulos 
emos CAB e DÃA acjam congrue 
ceptam num ponto P, 


Assim, é impossivel à existência de P: logo 7/5 
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mesma situação examinada antes, se considerarmos na reta t o ponto E é na reta 

o ponto F, de tal modo que FÃE e CÃB sejam oporios pelo cético, então os degulos FÃE e DBA 

são chamados leyulos csrrspeadento. É imetiato 

que a propriedade acima poderia ser enunciada as. 

sir: “Se duas retas coplonares, coradas por tuna 

raatenal, formam dngulos corespandenes com 
eres, então estas ds retas sã prelo 


eat 


“Tomemos, na mesmo semiplano de origem | em que atá siéado €, o ponto C* 
CâB = DÊA. 


CÃB = DHA 1 


a das sedidas dos dngulos ineroos deu 
quer, a soma das medidas dos ângulos 


paia — Demoestre que, nu 
igual à 180. 


Solução 


e es ângulos BCQ e B são aliernos internos, logo 


mes (REQ) = med (dy 


med (PEA) + med (€) 4 med (BÉQ) = Io" 
med (À) + me (8) + med (0) — 150º 
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6.4 — POLÍGONOS CONVEXOS 


Pelo modo como definimos, pode-se c 
dizer que um triângulo é uma região con- 
veja do plano, delimitada pela união de 
três segmentos (seus lados), os quais for- 
mam o que chamamos us 
triangular. De uma forma 
demos estender esta noção a figuras do- A 8 
tadas de um número maior de lados. 
Tais figuras são os poligonos conexos (ou, simplesmente, poligooes). Embora 
seja possivel uma definição formal rigorosa deste conceito, vamos preferir aqui 
iva, que neste caso mais se aproxima das finalidades do nosso livro. 
Um quaériitero convexo é uma re- : 
gião convexa do plano, delimitada por e 
uma poligonal de quatro lados 
Em geral, um polizoo convexo de 
lados é uma região convea do plano, A 3 


da união de n scgme 
o de 1 lados tem, então, o vêr 
tices e m ângulos internos. 

Os tiângulos e os quadrláeros são 
exemplos de poligonos convexos. 

Segundo o número de lados, os po- A 
ligonos recebem names especiais | De 


nome n.º de lados 


triângulo 


pentágono 5 
hexigono 6 
heptágono 7 
octógono 8 
eneágono 9 
decúgono 10 
dodecágono 12 


Diagonal do poligono é todo segmento com extremidades nos seus vértices, 
mas que não é um lado. Os quadriáteros têm duas diagonais. Os triângulos 
não têm diagonal 
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Trapézio — Um quad 
“ao menos um par de lados paralelos 
se trapézio, 


ero 


Na ilustração, AB CD. 


os quatro lados « 
quadrado, 


É churo. 


Prove que 4 


Prove que lodo qua 


Prove 


o ângulos 


— Um quadrilitero cs 


ios Propastos 


ogramo tem es 


parati 


todo losango é um para 


6.5 — QUADRILÁTEROS ESPECIAIS 


que 


-ujos 


m Os Bolos internos opostos congruentes ente si 


lercepiamse em seu ponto médio, 


ro cujas diagonais e cortam ao méio é um parsielogramo, 


6.32) Pelo ponto médio M do lado AT do trão- 2 


jo ABC, conduz a reta + paralela ao lado 
RE qual monta do EÉ no pot ” No 
ve que Né lambéa ponto imédia de BC. a 
si Rig 


639) No exercício 


1 
ar. prove que MN =-L AB 
pow q : 


60) Mostre que, num quadiitero qualquer, sora das medidas dos ângulos internos é 


ou 


rove que todo quadrtero que tem dos lados opostos parafeios é congruentes é um parate 
lograma. 


8.42) Mostre que a soma das sedidas dos dagulos internos de um poligana cenvexo de alados igual 
a tam) 18 
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Prove que dor 
são congruentes 


io reiângulos, que tém congruentes as hipofenusas € um dos caetos, 


6.44) Seja um & ABC, Por A. conduz-se a ret rj BC, por Ba reta 34 AC epor Ca reta if AB, as 
ais se interceptam dias a das formando um iiângulo, Monte que À, 8 € C são os pontos 
médios dos lados dene inângulo. 


Pee el ong 


ave que as tês metiaras de um tridagulo 


daricenra do IriânguloL Prove, ainda, que o o divide cada mediana em dois segmem- 
tes dos quais aquele que contêm o véio tem a medida ul do dobro da medida de outro 


Os lados paralelos do império ABCD são 

AB« TD. Pelo ponto meúto M do lado À, uy Q a 

sondas à rea 14 28,8 qual enconmo + 

lado BÊ em N. Prove que Né porto mio [ » 
ve A a 


asse em rm mesmo ponto Ique é ctamado 


6.48) Teapécia sérios — O trapézio ABCD (AB/ CD) t ôsceles se os lados laterais são congruen- 
tes; ÀD « EC. 
Prove que ur repécio ibacees tem os 2 = 


ângulos da mesma base congruentes 


A: 8 
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Exercícios Suplementares 


114) Quattro rea — Seja, ob um plano 
am rguo ABC, Cometene o porto 
DB Joe do lino. À uno dos vlânglos 
ABC BC é chamada qudviiera rena 
O scumenos 48, RE, EB e ED são os 
lados é 05 segmentos AD « BC são as diapo- 

nais do quadriâer reeno 
Prabiema: Prove que 
sos ao podem er paris 


lados apos 


2 


Prove que as diagonais de um quadiátero reverso são contas em retas reversas. 


113) Classifique em verdadeiro (V) ou fato (P) 


2) Qualquer figura contida em uma tegão sonsexa do espaço é também um conjunto convexo, 
Se dois planos têm um ponto em comum, sas inereção é um corjuoto conveso. 
<) Em qualquer caso, à intenção de dois planes é um conjunto contei. 
gra É convera, qualquer segmento que tenha dois pontos 


ntos mesa Fura 


e) Um semsiespaço é um conjunto convexo 


114) Na figura, teme que APB = CÊD. Prove 
que APC = BÊD. 


Na figura, temas que ABC é BÊD são dngo- 
los retos. Prove que APA = CÊD. 


o 


n6) na fi 
ADC são suplementares 


Prove que todo paraleogramo cjas diagonais são perpendiculares é um losango 


118) Prove que todo paralelogramo js diagonais são congrucates é um retângulo, 


119) Prove que 35 diagoras de um losango são perpendiculares 


) Prove que as diagonais de um Josacgo são biserizes dos ângulos 


) Prove que as diagonais de um trapéio isôsceles são congruentes, 


) Prove que a medida do segmento que sex extremidades nos portos médios dos tados laterais. 
de um trapéso é igual à metade da soma das medidas das bases do trapézio 


143) Se as medidas das bases de um trapésio são a é b, calcule a medida do segmento cujas exremi- 
dades são os pontos médios das diagonais do lrapezio (a < bj 


o que fem exstemidades nos pootos mê- 
ral mede Sem. Caeule 0 perímetro da tra- 


18) A base média de um rapétioiséseies 
dios dos lados laterais) mede 7 em e us lado |: 
péxio, 


aB+ac 
2 


415) Seja Ai uma mesiana do (6 ABC. Prove que AM < 


ABr AC e 


6) Seja AM uma mediana do A ABC. Prove que AM > ç 


7) Prove que a soma das medidas das três medianas de um tilogulo é menor do que o perime- 
to do triângulo. 


Prove que à soma das medidas das três medianas de um tridogulo É maior do que 0 semiperi- 
metro do triângulo 


1119) Mostre que, nm itângulaisésceles, as 
gruemies. t 


ras correspondente aos vértices da base são com- 


11 


21014144 


| 


AM Seja o é ABC, ie, de base BÊ Mane que, end P um sto peste ao lado E, | 
a tos da das 0 P aco etrs dades Tg a a 


cias de P aos lados do triângulo é igual À altura do triângulo. 


1122) Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilátero reverso são véries de um paale 


Seja P uia ponto do interior de um triângulo eqlilitcro ABC. Prove que a soma das distán 
logramo. 


Capítulo 7 — Retas e planos perpendiculares 


Capítulo 8 — Ângulos, diedros, triedros e 
ângulos poliédricos 


Capítulo 


1 Retas e planos 
perpendiculares 


7.1 — RETAS ORTOGONAIS 


Sejam r e s duas retas reversas, To- 
memos sobre uma delas (a reta s, por 


Se re s são perpendiculares, então 1 e s são ortogonais. 


Abusando um pouco da linguagem, 
reto. Com esta idéia, as retas que 


remos que as retas res formam ângulo 
formam ângulo reto” podem ser: 


e perpendiculares — se forem concorrentes; 
“ortogonais — se forem reversas. 


Se res são ortogonais, indicamos 
ris (ousir) 


Observação: A definição acima somente adquire consistência lógica quando 
demonstramos que a relação de ortogonalidade independe da particular reta rº 
que tomamos, isto é, independe do par 
ticular ponto À considerado na reta 5. 
or outro lado, para podermos dizer in- 
diferentemente rs ou s 1 
sário mostrar que r e s são intercambiá- 
veis na definição acima, ou seja, que se 
£º 1.5, então tomando-se um ponto B so- 
bre r e por ele s'/'5, teremos também 
sº Lr. Isto equivale a considerar os dois 
teoremas seguintes. 


"5 


Reta 


” 
' 


”— Teorema À 


Sejam À e B pontos distintos, per. 
tencentes à reta s, pelos quais 
seas retas r'er”, paralelas e 
tas condições, se r' Ls então 


Na verdade, este teorema já foi demo; 
No capitulo anterior (veja o exercício 6 


Teorema B 


Sejam r e 1º retas paralelas entre si 
€5 €s também paralelas entre si, sendo 
Fes concorrentes em A eres' concor. 
fentes em B. Nestas condições, ser! 


as 
então s'1r 


Clsrfroanso 
sLr sys sar 
Consideremos o caso 
interessa agora) em queres são 


mais nbs 
reversas, 


Tomemos Pere P'e 1º, ambos num 
mesmo semiplano de origem AB, de mo. 
do que BP = ÀP. Tomemos Qes é 
Q es, ambos num mesmo semipiano de 
origem AB, de modo que ÃQ = EQ”. 

Pelo exercício 6.41, AQQ'B e Ap'PH 

logramos, logo OQ" e PP: são 
5 paralelos e congruentes a AB 
“ QE PQ é também paralelogramo, 
Sande DE = DÊ. Assim, A Ago 
PROTO (LIL), Isto significa que 


PBQ'é reto, por ser congruemes. PÃQ 
sLr 


aj 


Exercícios Resolvidos 


we que sen Lee rr endo ou alo ouaLr 


loção 


E claro que rº não pode ser paralela a 1, 
temos duas e com: 
So, e ao 4 meia ear 
E 6 pode eim 0 
a A mencio. 
Se fe concre, oesema A 1 
do eim arg que .€ Se fer 


| 
r 


7.2 — RETA E PLANO PERPENDICULARES ENTRE SI 


ição DIZ 


E ta F) 
A eta predio planos (ou o anos é perpendiias À reta) 
se r forma ângulo reto com todas as retas contidas no pl 


Indicamos 


ria ou elr, 


Destaquemos duas conseggências 
desta definição 
1.) Seareta ré perpendicular ao plano x, 
ela necessariamente fura a em um | 
ponto A. | 


"7 


De fato, se ela fosse contida em a ou paralela a e, seria sempre possível obter 
uma reta contida em a e paralela a r, não formando com ela ângulo reto. 


2.º) Das retas contidas em x, aquelas que passam pelo ponto À são perpendiculares 
a F e aquelas que não passem por 4 são ortogonais a r. 


Na figura anterior, portanto, temos 


sir e t 


Reta e plano obliquos 


Se a reta r fura a, mas não é 


perpendicular a esse plano, dizemos que re a 
são obliques. 


pj 


1,8 A o perpenciculares 
Fe ce são obilquos 


É necessário provar que 


plano perpendiculares entre si existem. O 
teorema seguinte garante à consistê 


ia da definição, 


Teorema T13 


Dada a reta r, tomemos por r os planos 
distintos É e y € 0 ponto A er. Vamos 
Conduzir por A as retassc feto, 
ambas perpendiculares a 1. Construidas 
| deste modo, s e t são retas 

“m um plano x = p] 
| do assim, tem-se r 1 a. 


mB 


! Devemos provar que: 


ualquer reta contida em x, que passa por À, é perpendicular à r. 
b) Qualquer reta contida em a, que não passa por À, é ortogonal a r. 


Demonstração 


a) Seja x uma reta contida em a e que passa por À, distinta de s e de t. Tomemos 
[sobre s os pontos C e D em lados opostos em telação a A e sobre 1 tomemos 


9 ponto B À, Obtemos assim um triângulo BCD, A reta x, que corta o lado 
TD no ponto A, corta mbém o lado BC no ponto X (veja o exercício 4.20). 
Tomemos sobre r os pontos À, e A, , de tal modo que À seja ponto médio 


de À Ã,. Com estes elementos, faremos uma sequência de implicações que 
nos levarão a concluir que r Lx. 


Temos A AA,C = AAA,C (A L) e portanto X 
o mesmo modo, temos À,E = À, 


3º) Por essa razão, À 4,BC = A A,BC(L.L L), donde resulia que A,8X = 
A,Bx. 


são suple- 


mentares um ao' 0! ienifica precisamente 


queriz 


EEE) 


TRLEETTRITINILITALATTLOTTTITLTLLLI 


b) Provemos agora que a teta r É orto- 
gonal à qualquer reta y de a que não 


passa por À. 
De fato, se tomarmos por À a reta 
É X/'y, como ficou provado na parte a) 
temos r 1 x, o que implica imes 
É mente que r 4 


] 3. ponto À » P. Vamos condusir por À 
jet Ler tt Nestas condições 


tda 


Demonstre o TIA 


Tomandoe por A a 
] FL devido 30 fato de ser 1 11. Com one 

FEcuso, recaimos no iearema TIA é, assim, 
ria 


24) Teorema TIS 
se tconcor 
querise 


— Sejam no plano a as retas 
Em B.Seja rua rea tal 


Demnstre o TIS 
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em P. Seja, também, oe a rea 


ar 


Consideremos por Pa rea rj 1. Éciaro 
quer Lser Lt poiss etsão oroporai 
ar Logo. rº 1 2 Coma fita a em P.con- 
cluimos quer fura também x em um ponto A 
(seja o exercicio 2.4) Podemos então condu- 
Et por À as retas se 7 L ambi porpeo. 
Siciates a 1. Com este recurso, esaimos no 
leotema TIS &, ai 


dos Se a tea + forma dngulo teto com as 
ss AB e ÂC. então cla também forma ám- 
so teto com reta, BE, 

o Ts 


16) Tese IT = Sejam + uma teia é x um plano, perpendiculares entr 


Se a reta sé paralela ar, ento ta 
Se o plano 3 é parslo a x, entior 1 


Demonstre o TI) 


asegundo uma 
rey formara ângulo reto, en 
dém formam ângulo 
exercicios 7.1 e 79), 


ars am esmo pao sã pras e 
perpendiculares a uma mesma rea o 
TIS. e 


plano à 
emos duas teas s e 4 distintas, perpen 
Siculaes à reta t no mesma ponto. 


como já se viu no teorema. 
o fem 810. Porta, es são paralelas 


» 


jam 3 € À planos perpendiculares à et 

Suponhamosque ef não sejam para 

Fo que eles tenham em comum um poi 
A. Vamos conduzir por À a te 

VET Como ré perper ses 

9 Imésmo acontece Com rº. Tomemos em 

= ponio E q À ese 


€m À. Temok então no plano duas 
distintas, perpen 
te A. st É im 


átetar no 
ie, logo 27 
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Aê pe rd rea 


Solução 


Termos pr 1 os planos ditos é é pelo porno Ber racemos a eta é 
pespendicalares à 
o plano À = pt 


3 Lt. (Se AG, basta tome 3 = 

Resta provar que ese é 0 único plano 
pestível. Suponhamos que por À passasse 
outro plano a' também perpendicular a 1. 
Pelo teorema TIK, os planos ae a” deveriam 
ser paralelos. Entetanto, iso é impossível, 
pois 3 é «têm o ponto À em comum 


ano = é um ponto À, pode-se conduzir uma única reia que passa 
so piano x 


Tormemos em x av retas enocomentes t 
evegelo porto 


âmesma res = y,to- 

sô plano (veja o exercicio 

| Sendo assim, À x f 

Logo, podemos incicar por x a interseção de e , Como reto cs 

é laro ques 1 a. Tomemos estão por a reta 4 s (se À Es, basta tomar = 5). Pelo teorema 
mae la 


Distância eatre um ponto é um pla 


Dados o ponto P e o plano =, seja Q 

o ponto onde o plano a encon 

pendicular conduzida por P. A 
o P eo plano à definida como sendo 

à distância entre P e Q a 


bm = bo = PQ 


1 


O pomo Q chama 
de P sobre 2) 


1 de P sobre o plano a (ou, simplesmente, projeção 


Dados dois planos a e 
um ponto P é = vumos conduzir a 
pendicular a ambos os planos. Seja Q a inter 
seção de 1 e À ditincia vote us plus 
= 7 é definida como senda a distância entre 
req: 


= tm =P0 


+) Se duas retas são oriogoras, las 13 
Se cuss retas são rever 


a é perpendicular à um piano, ea é persendicoar 4 todas 
a é perpendicular a um 
as são paraleias e um 


eta do plano. 
no é perpendicular 4 uma delas, e pla é também per. 


e a uma rea 1, são pa 
a e um plano são perpendiculares, toda sets 


los eme si 
pespendicalar à reta dada está comida 


m Plano são perpendiculares, toda eia perpendicular à eta dada é parte 


O Se uma teta é um plano são p 
so plano ou está contida poe 


a “um plano, ela é 


Se uma reta forma ângulo reto com das jtss din 
Sitram as distintas de um gl 


mi) À reta 1 É paraleia 20 plano a Tods 


pendiclar a 


o, cla é perpendicular a 


a perpe 
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No plano x tem-se é dogulo teto BÃC, Pelo 
visi À condiaee a rea ÂD 1 2. Mostre 
que ÀB 1 pIA,C,D) 


jam r € 8 retas severas e a um plano para- 
o a ambus. Prove que toda reta que forma. 
ângulo reto com ambas as tetas é gergendi. 


Sejam re a retas reversas e 2 um plano garalei s ambas 


rave que toda reta perpendicular a 
forma ângulo teto com + e com + 


745) Dois planos a e f são paraleos. Te 
as elas distintas res ais que ria e 
SL Prove que rs, 


716) São dadas uma teta 8 contida pum plano E 
e ma tia € 1 2. Prove que existe um único 
plano que contêm re é árias 


) A teto ré perpendicular ao plaso =, Por um pomta A é tomát a 
com 1. Prove que ses 


718) A tear perpendicular ao p 
com +. Prove que 7. 


0 3, Por um ponto À gx toma-se a reta 1, que forma ângulo reto 


219) Asras res o 


orais. Cor 


um plano que contenha + é seja perpendicular a s, 


120) São dados à 


fo pleno =, obliquas. Sobre a toma-se o porto A é r. Construa por À uma 
comida e 


que seja ortogonal a 1 


pe 


7.3 — PLANOS PERPENDICULARES ENTRE SI 


Definição DI3 


O planio a é perpendicular ao plano f 
uma teta r € a que seja per. 


se 
Pendicular a f. 


lar a x. Podemos indica; 


21 


É podemos dizer que os dois planos são perpend 
Uma consegiência imediata da definição é a s 


dizer que z é perpendicular a 
, Então, indiferentemente 


ou 


FÉ perpendicular ao plano 
ão todo plano que contém r 
É perpendicular a x. 
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Pou que fé per 


fita 


lares ent 
seguinte 


Ay 


Teorema T21 


Se 2 1 f então toda reta contida em a, 
é perpendicular a f. 


que é perpendicular à interseção, 


Em simbolos: 


Demunsiração 


Sez 1, tar aque 
é perpendicular a /%. Essa reta 1º é neces. 
sariamente perpendicular à reta t =". 
Consegientemente, our =" ou r/r'. 


Ser=r', é imediato que rf 
Se 1/7, então feio icorema TIT tem-se também 11 / 


Teorema 722 


é paralela a 2 


No caso da figura, tem-se rc a, ns [ip 
Porque r fem o ponto A em comum com 


a Jáa reta s é paralela a x: não tem ! 
ponto em comum com esse plano. 


Se a 1 À, então toda reta que é perpendicular a /, ou está contida em x ou | 
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FEFEFCESLSLSLCTCrCACeCA AC ACACCÇES 


Demonstração 
Seja 11 fi Se r não tem ponto em 
comum com 3, então é imediato que 
a. 
Suponha-se que r e x têm um ponto 
A em comum e provemas que rc a. 


Seja | = 210 fi Vamos conduzir por 
Aarea rilquer cacr Lt Pelo 
teorema T2l. 1 fl. Mas, sendo assim, 
pelo T20, rf =r. Logo, rc 5 


Teorema T23 


| Se a reta r não é perpensicutr 20 plano x. então existe um único plano que 


contém r e é perpendi 


ar a x 


À demonstração yale tanto para 0 caso em que 1 e 2 são obliques, como 
para os casos em que rc a ou t/2. 
Seia À er. Tracemos por À a reta s Lx. É claro que t 4 5, logo existe 
B = pl (e, 5). Temos BL x, pois / contém a teta 5, que É perpendiculas a x 
Provemos que é o único plano possível, Se existisse outro plano À | a 


Sgontendo 1, esse plano conteria o ponto A, Então, pelo teorema T22, sc f. 
Mas nesse caso, seria 


Exercicios Resolvidos 


131) Sejam a e 8 dos planes secante é seja 7 tm plano perpendicular à ambos. Prove que 7 é per- 


pendicolsr à interseção de a « À. N 


Seja P um ponto si E 

e lomemos por P a reta r 1 Pelo teorema 
mae tj 21) B Logo, pelo TR.H/ 

pelo TI), teme 1 17 


r 


122) Dadas duas retas severas, construa uma reta que seja perpendicular a ambas 


ta q 
Sejam re 4 duas qe tevertas, Paste | 
mos por so plano 3 fre pó f! , 
(regras eu 3ãe 
E ci fra | 
porto A, pois se ela fose pa z L E 


seria paralela à teta r. Enão, pelo ponto À 


emos condi irâruxê á 
pode ss] $ 


a reta procurado 


Basta provar quex Ls Para 
logo x LL Assim, 214 e 
Portanto, à tes x É perpendiulaf a rca s 


temae dt 


Prove que a reta consisida no exer 


Solução 
Suponhamos que exista out 


pespendicular 
x focma fngul 


es são revenas 


Distacia entre dass retas neversas 


Sejam Acre Besos pontos onde a 
perpendicular comum corta as duas tetas te 
vemas rea A disticia entre as duas reta 


everay É definia como senda a distância 
eme A e 


724) Prove que, se dis planos são paralelos, então todo plano perpendicular a um dels é umbém 
perpendicular ao outio. 


pia 
ee ça 
o FA À 


decidia SA 


Seja 7 um plano perpendicular à interseção 0) 
tdeacfSa=ançeb = ny prove 
quea lb 


Ho 

b) Se um piano x cortta uma teta perpe 

S) Dados uma reta e um plano, existe um ún 
Plano dado, 


plano À, ento 2 1 8, 
nO Que Contém a ceia e é perpendicular ao 


teta de um deles, que é perpendicular so outro, é 
s planos, 

lares à um plano dado, são paralelos entre si 

iulnres a um plano dado, são perpendicalares entre si 
im plano =, qualquer plano que contém 1 E perpendicular a a. 
ao plano , atão toda reta contida em a é perpendicular a , 
o 3, então toda plano perpendicular a zé perpendicular a + 


€ planos paralelos entre si. Prove que todo plano perpendicular a ré perpedi- 


728) Dados dois planos ae À sesantes « um 


ento P qualquer o 
E é perpendiculara sea f. Em 


rua um plano que passa pos P 


Capítulo o 
Ângulos, diedros, 
triedros e ângulos 
“poliédricos 


8.1 — ÂNGULOS DE LADOS CONCORDANTES 
a Pp Roe 


Dados uma semi 
to Pqualquer, fora da 
por P a reta r paralela a É 
consideremos os pontos R e R' 
= em semiplanos opostos com 

reta AP, de modo que B e R estejam no mesmo 


A itipos- 
À teineas 


PR & ÀB têm mesmo sentido (ou são concordantes); 
PR'e têm sentidos opostos (ou são discordantes). 


+ Sejam agora duas semi-retas ÀB e 
OS contidas muma mesma reta. Por um d E 
ponto P fora da reta ÀB vamos condu- 
air à semi-teta PR, paralela 
o mesmo sentido de ÀB, As 
e PR também tiverem mesmo se 
diremos que QS e ABiimmesmo sn. «+, os 
endemos a noção de 0 À ss 
tes a qualquer par de 
duas semi-retas têm mesmo sentido se são paralelas e “apon- 
tam” para o mesmo lado 

Vamos agora demonstrar O teorema seguinte, que é importante paça dar 
consistência às definições que faremos depois 
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PE == ETs 


Teorema T24 


Ã€ tem 0 mesmo sentido de PS, então BÃC = RÊS. 


E ângulos BÃC e RÊS são tais que ÀB tem o mesmo sentido de PR e 


Em outras palavras, dois ângulos que têm os lados respectivamente con- 
cordantes são congruentes. 


Demonstração 


O caso particular em que Pe AB é 
pois os ângulos BÃC e RÊS são 
correspondemtes, loga são congruentes 


Tomemos o cuso em que P não 
neralidade da demonstração se supomos 
que 


pertence à reta AB. Não perdemos a ge- 


Como ABRP é puralelogramo (pois 
tem dois Lados opostos paralelos e con- 
entes) BR 


BÃC=RPS 


tetas PR" PS opostas a FR e PS definem um ângulo 
to é, se dois ângulos têm os lados respectivamente 
tes. Não se pode dizer o mesmo se eles são con. 
iscordantes quanto ao outro (neste caso, eles se. 


riam suplementares), 
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8.2 — ÂNGULO ENTRE DUAS RETAS 


Consideremos inicialmente o caso 
de duas retas concorrentes, mas não per- 
pendiculures entre si, Tomemos B e C 
sobre r e D e E sobre 5, de modo que 
A esteja entre Be C e tumbém entre 
De E. Oblemos quatro ângulos. BÁD, 
DÃC, CÃE, EÃB, dois dos quais são 
agudos (congruentes entre si) e os outros dois são obtusos (congruentes entre 
Convencionaremos que o ângulo entre as retus 1 e s é qualquer um dos dois 
ângulos agudos, Adotemos, dinda, uma convenção mais livre: qualquer ângulo 
“agudo que seja congruente a esses dois ângulos será considerado como sendo um 
ângulo entre as retus res, Fazemos sto porque estamos interessados fundamems 
tulmente em comum: a sua medida 

é um ângulo entre 


Se re s são coincidentes, então q: pur: ê um ângulo entre res. 


Consideremos agora o caso em que 
us retas são reversas ou paralelas (isto 
é, não têm ponto comum). Por um ponto 
A qualquer tomam-se as retas fr e 
SAS O segs ooo as 

sur ostre 2 25. Indicamos por À a 
medida desse ângu 


Observações 


12) Por essa definição, o ângulo entre duas retas só pode ser nulo, ou agudo, 
ou reto. Trata-se, portanto, de um conceito diferente do ângulo geométrico 
formado por duas semi-retas de mesma origem, cuja medida varia de O 
a 180. 

22) À definição de ângulo entre duas retas dada acima, pará O caso de retas 
reversas, só adquire consistência se demonstramos que a medida desse ân. 
gulo independe do partícular ponto A considerado. Essa independência 
está garantida pelo teorema T2+, demonstrado no item anterior. 
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8.3 — ÂNGULO ENTRE RETA E PLANO 


Vamos estabelecer o conceito de ângulo entre uma reta re um plano a. 


Caso em que r não é perpeadiculor a x 


Se r é paralela a 3, ou está contida nele, ou se r e a são 0 
o plano f La, que contém r (teorema 723), Seja t = an f. 
Nessas condições, o úngulo entre rez é 0 


os, existe um, 


nulo entre cs retas r e 1 


galo E aco af, 


Então, se 1/2 ou ser C a, esse ângulo é nulo. Se r e x são obliquos, esse 
ângulo é agudo. 

A reta t chama-se 
bre 3. Assim, 0 ângulo entre r e a é o âng 


(ou, simplesmente, rojeyão) de 1:50» 
gulo entre r e sua projeção sobre 


Caso em queria 


Ser La, então o ing 
é qualquer ângulo reto 
Esse é o ângulo que 1 forma com 
qualquer reta contida em a, 
Neste caso, não podemos falar em ângulo entie r e sua projeção, porque a 
projeção de r sobre a é um ponto: exatamente aquele onde r fura a 
Notação: A medida do ângulo entre r e a é indicada por 
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r 


Exercícios Resolvidos 


E1) São dados um plano ae doze reta, re. sendo 4 1 2. Prove que o ângulo entre e x e 0 ângulo 
entte + é 3 130 complementares 


Solução 


O caso tais interesante é aquele em 
que rea são obliquos. Ser fura a em A, seja 
443 por A. O pago f determinado por r 
€ 3 é perpendicular a 2, Nesse plano, com 
vésice em A, temos um dngpulo reto formado 
pelas tetas é et= 21 À, Este ângulo é di 
vidio em dois ánguos complememares pela 
teta e, Eses dois ângulos complementares 
são exatamente o ângulo entre r se 0 ângu 
Jo ente re 


Passemos a0s casos particulares em que 
riztfrou 

Sera então £/ (ou rm 5) Assim, o ângulo entre r é 4 mede (, enquanto que o ân- 
pulo ente 1 € 2 mede 50, São, porianio, complementares 

Se rf3 061 5 3, então 1 Ls four 23) Assim, a ângulo enter e 4 mede 90”, enquanto 
que 0 dngulo entre r é x mede 0º Sto também complementares, 


82) A reta re plano 2 são obliquos é ix = [AJ. Seja s uma reta qualquer contida em x e pese. 


sindo por A, mat não gama! t de r sobre x, Prove que a medida 
do ângulo este re té menor do que 3 do ângulo entre r es. 
Saloção 


Per PA A Ateu perpend 

a 2 por Pencantra ese plana no ponto Q e 

Tomemos sobre + 9 ponto R tal que PAR 

não seja chtaso e RÃ = ÃQ, Assim ongulo L 

eoute res é PAR co dngulo ente re (é 

PÃO, Podemos então fizera prova. O PQR. 
ângulo em Q, logo PR > PQ (seja o 


exercicio 616). Para cx triângulos A ARP e S 
28 AQP, temos. 

JR = 

IA 

PR> PQ 


Então (veja 0 exercicio 621, 


med (PÃQ) < mes (PÃR) 


Nota: Este exercicio mostra que o dao entre a teta te o planó É o menor ângulo que a reis 
+ forma com as tetas de 2 
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3 
| 
Ê 


[ad 
[nd 
[ad 
[sd 
[ed 
[ad 
[ed 
= 
[ed 
=. 
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| 8.4 — ÂNGULO ENTRE DOIS PLANOS 


Dados deis planos, x e /, consideremos um plano y qualquer, perpendicular 
a ambos. Sejum r =an yes = 


A medida do ângulo entre a e f é 


ângulo entre a e f é um ângulo nulo. Se 2 e fi 


imo caso ocorren: 


cular 
tes 


o ; considerado. De 
mos r'/ re s'/5,logo o 


és teriam 4 mesma medida. 


icada por 3f. 


de, respecivamene, de es cor é aa Q o ponta de inteção | 
es, respect e , 
dar ae pao candida pr P. Ansio egulo ee e E PAQ 


E ino eae a e Dé PÃO 
Ee GE fd em A logo BP> AP. Vos cons una figa paca que seja 


mes |PÃQU > mes (PRQ) 


a que o ângulo entre o plano 3 e o plano [é 0 mio ângulo que o 


Seja 7 um plano pespendicuta a a ca Pe 
Eciuo qui) = EG 
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89) Seaga" e 878, prove que 2) = SÊ. | 8.6 — MEDIDA DE UM DIEDRO 
Suloção | 


Dado um diedro de aresta 1, seja y um plano perpendicular à reta t num 
ponto P. As semixetas PA e PB são 
! A asinterseções de y com as faces do diedro. 


8.5 — DIEDROS | 
Uma reta t e dois pontos A e B fora dela determinam dois semiplavos fe- À N/ 
chad 


AJ e (8, B). Suponha-se, primeiramente, que eles não estão contidos = ag 
num mesmo plano. Seja E, o semi-espa- 


e 
A E £o de origem (t, A) que contém B e seja 


o quer Late 4 1 B' Pelo exercicio antes, temos 


E, o semiespaço de origem (t, B) que 


contêm À (estamos imaginando que estes 
TT semi-espaços são fechados) 


A medida do diedro é a imedida do úngulo APB. 
= med (APB) | 
E | 
id O ângulo APB é chamado sã 
que fodas as seções retas de um diedr 


>. 


a do diedro. É importante demonstrar 


“ão congruentes, para que a medida de- 
A interseção E, n E, é uma região do espaço que recebe o nome de diedro. fini 
j 3 ' 
E Se; é um plano qualquer qu 
Tomemos agora são semi) me 7 na queiaper q 
fomemos agora o caso em que (1, À) é (t, B) são semiplanos do y (A Seta a aresta do diedro, então 
sp seção de y q edro é um ângulo 
1º, 1 —. ese 


“ção do diedro. À 


observação acima se baseia no teorema 


ões paralelas de um diedro são congruentes. 

. então esse semiplano recebe o nome de diedto nulo. , =" 

“m diedro podemos usar várias notações, como 
Se não houver possibilidade de dúvida, di () 


t n 


Demonsiração 

Os semiplanos ( t, B) são as faces do diedro e a reta t é a sua aresta E 

A união das duas faces é a superficie ditárica e 0s demais pontos do diedro for. A demonstração é imediata. Basta nqtar que as seções paralelas são ângulos 
mam seu interior. 


La) 
«a 
a 
e 
Ls! 
e 
e 
e 
e 
e 
a 
e 
ta 
ta 
A) 
ta 
ta 
em 
al 
al 
em 
fal 
e 
e 
e 
e 
a) 
ea 
a 
(a 
a 
ad 


de lados concordantes, donde concluímos que são congruentes (teorema 24) 
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Tso 
eia 


vce 


MERERCRSISISA SA RRRREREELASASANAAS 


Observação: Deve-se notar a distinção entre os conceitos de medida de um diedro 
€ medida do ângulo entre dois planos. A primeira pode variar entre 0º e 180º, cn- 
quanto que à segunda varia de 0º a 90º, como ficou convencionado. Assim, por 
exemplo, se dois semiplanos formam um dicdro de 135º, os planos que contêm 
esses semiplanos formam ângulo de 45º, 

Por analogia com os ângulos plavos, podemos atribuir aos diedros os termos 
diedro reto, agudo, obtuso, diedros adjacentes, opostos pela aresta, congruentes, 
complementares, suplementares. 


Exercicios Raso 


6) Sejam um ddr A € um gulo OR ts que o ado 5 da Anglo é pesei à ae 
HA) do dio eo ao JR do dog é perene (do Rd 
mes (AiB) = med (PÔR) 
ou med (AÍB) + med (PÔR) = 180" 


as que contêm os lados do ângulo são perpendiculares aos planas que contêm às 

Como vimos no extcsi 84, o ângulo entre essas retas lem a mesma medida 
do ângulo ente ese planos Se O ess medida, Então, 4 medida do ângulo POR ou é ou é 
1808 — 0, o mesmo ocorrendo com a metida do diedro AIR. Fica claro, portanto, que se tem 


med (AB) = med (PQR) 

180º 1) ou então: 
met (AÍB) + med (PQRI = 180º 

igual a de a outra 180% 


fambas iguais a 0 ou ambas iai 


Suponkha-e, para 


que Q et é que AQB seja uma seção reu do died, 


temos BEL Ae TRA 8) Os agudos AO é 


; EQR serão seplementares ra das ía 
sê segun 
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87 


aj 


Caso 1: GP e q. B) estão no mesmo semiiespaço de origem LA) 
tão no mesmo semiesjaço de origem (.B). 


além disso, Re (1. A) es 


Casa 2: OP e (t.B) estão em semiespuços opostos de origem (1, A) é, além disso, TR 
estão em semi-espaças opostos de origem (LB) 


Nos casos 3 € 4, 05 dois Ingules são congruentes. 


perpendicular a urma face do diedro, quanto mede 
9 ingulo eve esa veta é 0 semigiano bissetor? 


É fácil perceber que, sendo x a medida do 
ângulo entre + e 0 semiplino búsiclor, semmse 


x + mes (AiP) = 60 
Mas k 
me (AP) a Ames (AB) = É 
a 8 
Jogo, a + 5 97 donde p= — É, 


— TRIEDROS 


v 
Sejam VA, VB, VC três semi-retas 
não coplanares e os semiespuças fechados: 


— E,: com origem no pl (V,4,B) 
contendo C 

— E,: com origem no pl (V,A.C) e 
contendo B 

— E,: com origem no pl (V,B,C) 

4 contendo A 


[ A interseção E, E,n E, é uma região do espaço 
| gu resse o nome de tridr 
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] 
, 
: 
| 


Indicamos tri (V, À, B, C). Examinemos alguns pomes relacionados ao trie- 
dro, 


Vértice: to ponto V. 
Arestas: são as semi-retas VA, VB e VC. 
Faces : são os ângulos AVB, AVC, BVC. 


Note que cada aresta define, com as duas faces que à contêm, um diedro. 
Temos então três diedros, cada um relativo à uma das arestas (ou, também, cada 
um oposto à uma das faces), 


A união d ces É à superficie trigdrica. Os demais pontos do triedro 
formam o seu 


Triedro trirretângulo 


Um tricdro é chamado trirretânguto 
se as suas três faces são ângulos retos. 


Fe que, em todo ticdro, a medida de cada ace É menor do que a soma das medidas 
das outras duas 


med (QUR) < med (PUQ) + med |PYR) 


Tomemos em QUR a semi-reta VP tal 


3) AABVEBABVILA 
b) No 3. ABC temos BC < 
S Assim, AB + AC <CAB + AC, iso é AB + AC < AB + AC, donde AC < AC. 
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Y ay Comparando o & AVC com 0 4 AVC (vga exercicio 621), concluímos que 
e med (AVC) < mes (AVC) 
+) Concluindo, escrevemos: 
med (BÍC) = mes (BVA + med [A'VC) < med (AVB) + mes (AVC) 
que é a tese 

E3) Em todo tiedto, 4 soma das medidas das três faces £ menor do que 360º. 

Satução 

Seja 0 rito (V.A, 


tm medidas 
Seja VC a ser 


O) cujas faces 
a Figura indica) 
ea oposta a VC e conside. 
remos o triedeo (V. À. 8, C') Como CVA 
«CA são suplementares, temos; m 187", 
Do mesma modo, , = 180º f, Pelo exe. 
dica anterior, temos 


nen+6 
donde 
fem) + use 1) 
Lets ese 
8.10) Existe tinto cujas faces tenham medidas iguais a 40", S0r e 107 


Não exse, pis uma das faces teria medida maior do que a soma das outras duas: 
00º area so 


Sejam f,.f, e f, as medidas das faces de um triedro, Monte que 
neh 
iso É, que qualquer delas é maior do que o mólslo da diferença das outras duas 


Solução 


Pelo exerelcio 48, escrevemos 
- Reh-fdonde nos, 
B<f+hdonde > 6h 

Logo, 
nolh- 


Oleração: para que ts números dados. f, postam ser sé medidas em pras das faces 
de um teedro, é necessário e suficiente que lenhamos as seguimos condições. 
Den <lm m<f<Im << 
+ nr <tar 
heh <nh+6 
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8.12) Determine intervalo em que deve variar x para que 00", LA é x sejar as medidas das faces 


de um tridro 


Solução 


ER 


esquerda: lr cr + sp =x ar 


a: Se 4 O ess ar 


A interseção dessas condições di-nos 


ares ctg 


8.8 — TRIEDRO POLAR DE UM TRIEDRO 


(N.4,8,C) É pelar de 


Seja dado um triedro tri(V, A, 8,C), 
Considerando a face AVB, vamos con- 
duzir uma semi-reta VC" obedecendo às 
duas condições segui 


“A VC" deve ser perpendicular uo plano 


da fuce AVB, 

2º) Os pontos C' e C devem estar em 
Semi-espaços opostos com relação 
ao plano du face AVB. 


—Tomemos também as semi-retas VÃ '- 
e VB' com o mesmo processo, conside- 
tando as faces BVC e AVC. As três novas 
tus d 
+ B' C') que se denomina polar 
do triedro tri(V. A, V.C). 


MHV.AB,C), então ir V, A, B.C) É polar de 


Temos e a 
cave = ERAS 
o 
E E 
SE unto = bs ia 
ER: 
ce FEL 
E uave = ET ASA 
REL 14 


Dee ty VÃ. BVC 
Vilave 
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ente as sembretas 
udado na observação citada 


HE) Mostre que a soma da medidas ds it idos de um reto ext ente Ie ap: 
Im <d + dy +, cs 


Solução 


Consideremos, no tridro pola 
ro dado. Temes, pelo emercicio antes 


medidas das faces correspondentes aos diedros do re. 


a =180-1, 


sr =, 
donde 


dtdrd= msn eneso q) 
Além dio, 
R=n+6 = Srt sd 4d) 
ecmon+R+6<r 


Por (1) (3) temos 


Meca tda, so 


317) Mostre que, num Iriedro, d, + 4, < dy + (8: 


Solução 


Temos 


ecomo f, <f, 


Pa <(lo a) + a) 
donde 


dita <a, + nto 
E claro que também valem às desigualdades 


Stay do + 8 
<a tur 


2.18) Existe triedro cojos dicdrs tenham medidas 


a 140, 130 e rs 


lação 


Não existe, poi se fowe 4, = 147, 4, = 139º e d, = 80%, tetumes 


dita a, + to 
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nas) E 


Fisdro cujos diedron tenham medidas igiais a 0%, JC” « 10% 
Selação 
Não existe pois termos d, + d; + 4, < IH, 


820) Deie 
de um triedro, 


valo em que deve vaia x para que 40, 0" ex sejam as medidas dos dicdros 


Soloção 


Para que 140, 30 ex sejam as smedidas ds dndros de ui 
or, 150 e IHO" — eve ser as menidas ds faces 
dições (como no exerício 612) 
<s< ue 
ASP a < 36 rn > Ie 
= Sr] cite a < sro ligo 
=P cima cio 
=-W<-acipo 
= reze o 


ro, Os seus suplementares 
Vamos impor as três cor. 


À nerseção das condições 


8.9 — ÂNGULOS POLIÉDRICOS CONVEXOS 


Sejam 0 (n > 3) se 
ma origem V: VÃ 


disemos que s semireias se sucedem circalaente, queremos 


tima (VÃ,) devemos voltar à primeira (VA,) e continuas a enumeração, 


não sejam coplanares. Admitamos aínda que cada par de semi-retas consecuti- 
vas: SA, TA) VÃ, NAS). + (VÃ, VA, ) define um plano que deixa todas 
as demais em um mesmo semi-espaço. 

Indiquemos por E,, Es, --, E, Os semi-espuços fechados, definidos pelos 
pares de semi-retas consecutivas e que contêm as demais semi-retas. 


A interseção E, 0 E,n ...n E, desses semiespaços fechados é uma re- 
gjão convexa do espaço denominada ângulo poliédrico. 


Podemos usar à notação (V,A,.A, 
Vénice: &o ponto V. 
Arestas; são as semi-retus VA, 
Faces. : são os ângulos À VA, 


Um ângulo poliéárico está relacionado, também, à n disdros, determinados 
cada um por uma das arestas e as d 
A união das faces é à superf 
or. 


es que à con! 
ica e OS demais pontos formam o 


a conter é menor do que 36 


Se cortarmos o ângulo potiédrico por 
um plano da todas as arestas, abre 
mos um peligono contexa de vêr 


Alebgseiçda 


remos os Iriedros de vértices 
Aj-Azocos As Em cada um deles, a fico 
que contêm o poligono tem su medida mencr 
do que as das duas faces restantes (estas li 
mas são dngules inernos dos triângulos 
VAGAS. VAGAS «cos VAÇA Seja Ta soma 
das medidas dos ângulos internos desses tido 
Eus, excetuados aqueles ângulos com vêr 
o, 3 P Índicar a soma das mei 

ternos do polgono, teremos 


P<T 


Seja a soma das medidas da 
vale à soma das medidas dos ing 


S+T=n-igm 
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donde 
T=aisr-s 


Por uiro lado, P = (a — 2) + 180º (veja o exercicio 6.42) Asim, a desigualdade P < T 
[a 


mise en -s 
donde tiramos S « Joe 


823) Considere um Angulo polbérica de quatro fsces. Mostre que a metida de cada fice É menor 
do que a soma das medidas das demuis 


Indiquemos as medidas das faces AV, BVC, 


CVD é DYA, respectivamente. por 1,.f,.f, é f, 
Seje também (, a medida do Sn 


No iriedro (V, A, B. D) temos 
neces, a 
é no irieiro (V, 8.€, D) temos 


*N=6+6 


donde 


PEÇA 
uia, Esta propriedade se generalia facilmente pura qualquer ângulo poliédrico conveso, 


833) Existe ángulo politico convexo de quatro fases, cujas faces medem 10. 20º. 30 e 60? 


Não, pois uma das faces tera medi 


ar ear 


E 24) Eis Segulo policdac conve 


de quatro Faces, cujas fáces medem 69º, BU, IDO" 160% 


Não, pois a soma dus medidas &us quatro faces serias do que 367. 


Exoreíos Propostas 


ado numa face de um cedro, fora da aresta, conduz-se uma reta perpeni- 
e face Por um ponto N desa pé 
& acesa 1 do distro em P. Prove que MP 


dicular conduz-se uma nova ret, perpendicular 


826) Mostre que ou biseorss de 4 


es + suplementates Formar Um disdro reto 
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829) Prove que se por um ponto À no interior de um 
Pendiculates às faces do diedro, então o pluro pi 


o raso) condusimos 4 retas re a per- 
é perpendicular à atenta deste disdro. 
828) Seja um didro reto é oie pontos, M e N, um em cada fa 
= eulares à aresta, encontrandosa nos pontos À e B 
se MA = NB, ento ar 


pelos quais traçam seas perpendi. 
pectiamente, À x B. Prove que, 
forma com as faces do diedro ângulos congruentes, 


8.29) Sendo BE a atesia de um diedro, tomam À e A”, um em cuda face, de modo que A ABC e 
& ABC sejam eqfiliteros. À pespendicular de A" á outra face Enconica esta no ponto M. Prove 
que, se 44 MBC é retângulo em M, então AM = BM. 


830) Tem-se um disdro AÍB, ão faso. Por A conduase uma reta perpendicular à outra face, que 
nconira em P. Tomade o ponto A”, de modo que P seja ponio médio de AA. Mostre que 


me JAIA? = 2 med (Aid) 


1 Sa medo agudo, e aa L Pelo pri Ot tomemos a emite E, uma em 
cada face, sendo DA 1 te DE não perpendicula a t Prove que a media do ângulo AB é maior 
do que à medida 6 dr, 


Jos AÉD e CBD sejam con 
está vai furálo no ponto E 
É o biseior do diedro 


ros ficam determicados por 


834) Responda sim ou não, cao seja ou não pos 
ditas dadas 


em que intervalo varia x se 
tez: 


836) 


os de um triedro medem 50" e [20º Em que intervalo deve variar a medida x do ter- 
seito diedro? 


8.37) Nú tiedro, dus faces modem 45º a dido deter 


mitado por els É elo, Mostre que a ter. 
eira face mede 6, 


8.38) Ume das faces de um tido mede 90% As duas 
a primeira face determina 
gue as duas façes medem éor 


são congruentes estre si. Um plano per 
Tê arestas segmentos congruentes, Prove 


8.39) Responda sim ou não, eso seja 
faces tenham as medidas dadas 


8 não pottive constru um ângulo poléérico convero cujas 


qual o número máximo de fã 
todas as faces têm medida 


apo doer 


E que pode ter um Angulo politáriso convexo so qual 


dem DES 
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Exercícios Suplementares 


Lt) Demonstre que todas as retas que passam por um ponto dado e formam ângulo teto com uma 
eta dada estão contiêas em um mesmo plano 


HL3) Dadas duas retas concorrentes e um porto P. moste que existe uma “única reta que passá 
por P é forma Ângulo reto com as dus reias dadas 


UL3) Dados uma reta é tra plano x oblquos e um porto A fora de + € de 3, coma se pode ob 
um plano paralelo à teta € perpendiculae 40 pino =, passando por A? 


Num plano à tem-se u losungo ABCD, Fora de 1. toma-se 0 porto P, egiiisan 


cr 


iremlades 8 é D de diagonal mecor do lorango. Mostre que BD - pl 


) Send 2 o plano do quadrado ABCD. pelo ado AB tomase o pano 4 4 a. Em J conuise 
— um quadedo AREP, Prove que AE A BE 


el posa de cação ds don de m quadrado ABCD cpa spa BR er 
pendicular so plano do quadrado, Mostre que PC 2 ED. 


ML) Uma reta re um pisno a são obiiquos. Por tm ponto À é 2, const ui reta s = 3. que for- 
me ângulo teto com 1 


bx eo ec A do sogl ice ABC (AB = AC) conde a a 3 perpendiatar so 


plano do triângulo, À res que passa por P e é perpendicular a BO co 
M£ o ponto médio de BÉ. 


a em M Prove que 


14 Pelo lado A de um rdnglo cisco ABC toma-se am planos ersenidr ao paro 
A do glnglo. O perto Des é és de ui Uoglo Ba ADD VAD = BO) Monte 
que AB IES ; 


) Fora do plano de um irárgulo ABC egiilitero de lado a, toma-se um ponto D cujas dista 
da tndngulo são iguais à a More que AD BE. 


) Uma reta perpendicular a uma das faces de um died farra ângulo de medida x com o semi- 
plano bisetor. Determine a metida do didro 
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7) Uma teta perpendicular ao semplamo bsetor de 
à face do diedro. Detemine à medida do distro 


im diedro forma Angulo de medida 3 com 


de um diedro forma gu 
é com o semipiano busetor. Calcule a medida do dicdro ( 


de media x com uma face 
"<a < 0) 


9) A medida cm rat as fas de um tido são, 8a e 9a Determine os pass valores 


em graus ds faces de um tidro são 2, 2x € x, tendo 6 <a < VW Deermive 


res de x 


PARTE IV 


9 — Lugares geométricos. Círculo e 
esfera 


Capítulo 


Capítulo 10 — Áreas dos polígonos 


Capítulo 11 — Semelhança de triângulos. 
Relações métricas 


Capítulo 12 — Razões trigonométricas. Áreas do 
círculo e dos setores 


PESE 
ERAS qui a 


era-- 


9.1. — LUGAR GEOMÉTRICO... 

A expressão lugar geométrico” significa O mesmo que conjunto de pontos, 
ou figura, É comum utilizarmos o nome de lugar geométrico para indicar um 
conjunto de pontos conhecido através de uma determinada propriedade. Por 
exemplo, o conjunto dos pontos que são eqiidisiantes de dois pontos dados é um 
. Os livros modernos de Matemática começam a omitir essa 
que cla não passa de um substituto para à palavra figura, mas a 
e e 0 uso do nome lagar geo inda se conserva, talvez por 


os que uma determinada figura é o lugar geométrico de- 
Fido por uma dada propriedade, É necessário demonstrar que: 


a) Todos os pontos que pertencem à figura considerada possuem a propriedade. 
b) Todo ponto que possui a propriedade dada pertence à figura 


Os exemplos que examinaremos a seguir irão esclarecer estas idéias. 


Exercícios Resolvidos 
ejum dados doi portos. A e E e um plan x que contêm estes dos pontos Prove que 


ar om o poa de qe ão epa de di ta ma dog 


4 

Selição s 
Seja 1 à mosiatra de ÁB, contida em a vga o caerc. 6.3) 

M 


- su 


a) Se Per, provemos que PA = PA, Se 
E = M (pena métio de A) é imeduo 
que PA mA. 

157 SE RAM, como LAP = ABM 
(LAL), tras PA = 


CATCTITATTITTTAATTTO 


re 


t 155 


Ee 


| 
| 
| 


E 


ço 


Ea 


+ 


chSSSSSTLLLTL 


EB, ditos Prove que o lugar geométrico dos pontos (da espaço) 
Bê o plano mediador da segmento AB, isto é, a plana que E per. 
têm o seu ponto médio, 


a meciatriz de ÀB no pl 
PB, 


by Se Pé tal que PA = PB, provemos que 


se O luar peomtic dos posts pertencentes a um dngulo AOB, que são estantes 
ss OA e OB, é a semixea OS, bit de AOB. 


Re dp é provemos que Pe DE. 


SUE P «DS Se 1.0, como O OQ b OPR (xe. 649), tenor 
POQ = POR, lago DE = 5 «ami, PUDE 
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9.4) Sejam res retas concorentes do plano x Determine o lugar promético dos pontos desse plano, 
que eqiitistam de re des. 


Suisção 


a) Seja Peu. Então, P pertence a uma das 
ca <D5,. Enão, 


Dado um ponto P € AÍS, consideremos 
por P à seção reta do diedto, a qual é um 


(E 0 único nesas condições) 


Sotas Como OA = 08, fia provado também que O 61 iso & que as meictrcs ds lados 
de ur iriôngul certame em um mesmo ponto, Esse ponto O tem O nome de circuscentro 
iogulo 
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95) Prove que as retas que costém 


ras de um ângulo cortame em um mesmo ponto. 
Selução 


Consideremos o / PQR, cujos lados 
coniêm os vértices do 4 ARC e são paralelos 

ãos lados apostos deste. Pela exercicio 6.44, 

Os pontos À, B e C são os pontos médios dos 

tados do A PQR, logo as tetas que contém, 

o as alturas do A ABC são as mediiries do 

7” A POR Auim, exarn se em um 
2 mesmo ponto M, que é o circuncenta do 


a PQR 


Notas O porto Hd é denominado ortocestro do 4 ABC. 


95) Prove que existe Um Gnico ponto 
ângulo liso é, equidistante dus 


BC, eqdidistante dos lados desse e. 
rupories deves lados, 


Solução 


1BQ= 4a = 


2 4,3% = 5,37, ea provado também que LE TR, isto é, que as húseirces ineras 
elo coame-se er um mesmo ponto, O pai 1 chama-se estro do rdaglo 


$5) Determine o lugar geométrico des pootos (do espaço) qôidistants ds véics de um 


Selução 


Sejam 3, e yu planos mediadores dos. 
lados do À ABC. Ser = 41 f,entdoos pose 
tos dessa reta eqdidistam dos três vêm, 


legor € 7 sto que os rp 
diadores a E 


ico procurado. Já vimos que todo ponto de + eqiista dos vêr 
odo porto que egtigista 


2 Be 7, logo perence 
Sendo as 
reta perzend 
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Solação 


Seja VE a interção dos dos semp 
onto dagibedia dearests VÃ e VB. 
Ox pontes de VÊ são egdiistais das 1 
fsces do tiro, oo alas Umbém no 
aero do deito de area VÊ 


Exercícios Propostos 


de um tribo passamse os planos que 
e que esses três planos passam por uma mi 


às bssetrizs as faces opostas 


9418) Pe vésie de um tico condua-e uma reta contida no plana de ur face é perpendicular à 
aresta oposta. Fase o mesmo com as outras duas fices. Prove que às ts tetas obtidas são o- 
planare. 


9415) Prove que, dados quarto pontos não coplanates, exite um único ponto esidistane deles, 


9,2 — CIRCUNFERÊNCIA E CÍRCULO 


Circunferência 


Sejam dados um número positivo r 
é, num plano 1, um ponto O. O lugar 
geométrico dos pontos desse plano, cuja 
distância a O é igual a r, chama-se 
canferência. O ponto O é o centro e o 
número r é o raio. 

Então, para um ponto P qualquer pertencente à circunferência, tem-se 
PO=r. 

Damos também o nome de raio a qualquer segmento com uma extremida- 
de no centro e a outra em um ponto da circunferência. 
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TECCCITIA 


definem um segmento 
que se denomina corta, Se a corda AC 
contém o centro, ela se chama diâmetro 
Como AO = CO, o centro O o ponto 
médio do diâmetro, logo a medida do 
diâmetro é o dobro do raio. 

Uma corda AB determina um àn- 
gulo AÓB, chamado ãagulo cestral, por 
ter seu vértice no centro. A interseção 
do ângulo central com a circunferência 
chama-se arco (É O arco compreendido 
Pelo ângulo AÓB). Dá-se também o no- 
me de arca à parte da circunferência si. 
tuada fora do ângulo central considerado 
(estearco é chamado rv7hemestar do arco 
compreendido pelo ângulo AÓB). Se o 
ângulo central é raso Bê 


Se o ângulo central tem a medida em graus iguala a, dizemos também que 
medida em graus igual a 3, 
$0P, a circunferência toda mede 360º 


9 arco compreendido por ele 
Assim, uma semicircunferência mede 


O arco replementar de um arco de medida a (em sus medida em graus igual a 


360 a, 


Circulo 


que PO <r, 


do plano x, que não pertencem ao circulo, 
formam o seu exterior, 


180 


e, 
Ed 


Um ângulo central AÓB intercepta 
O cireulo segundo uma região chamada 
setor circular (compreendido pelo ângu- 
Jo). A parte do circulo que não pertence 
ão ângulo AÓB também se chama setor 
feplementar do primeiro), Se o ângulo 
central é raso (isto é, se ÁB é um diâme- 
tro), então os setores determinados são 
chamados sem 


Exercícios Resolvidos 


dada uma cords KB de uma ci 


6) Demencieq) 
da carga 
do cireto, 


Sim Pesca e Be Qe E, far de 
55 (podese supor que Q fa do lado do 
porto Bj 
Se RÉ é um dimeo, é 
- PO<BO=rE ROS BO nr logo Pp 
dee o ido = Q e no se ei Se 
Ando é um ddmeto, estã lan voo 
ul iss OAB, Pe ser Gus vo 
ortanbém PO « 80 = +EQO > BO 2, 


Ee 30 eieulo e todo ponto da re 


Do exercia acima concluise que trs pontos distintos, de uma cicunfertnei 


anferência de centro O e rap 1, então todo ponto 
ta ÁB, que não pertence à corda, está no exterior 


não podem 


eta alinhados sto é, uma eta e um creferônca têm. no máximo, dois ponto em coeso 


2º) Retasangente a uau crcanierência = Sja 
gu$ posta por Te É perpendicular agro 
GT sendo contiêa no plano da cireuafe. 
Finca, chama-se teia usgeste O ponto 
Té ojesto da taogência. À reta anpene 
em em comum coma circunferência uni 
ameste a ponto T. De fato, se Per, 
PA T.entloo à OTPé redogulo don 
dePO > TO = 5 Assim, Pirão pertenço 
à circunferência (esá no exterior do 


T um ponto da circunferência, À reta r 
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r 


3º) Por um ponto Pdo plano da circunferto. 


os pontos de tan 
Bência, são congruentes, 


n 


947) Em uma circunferência, a dimetro 
procamente, um do 
Estas afirmações, 


perpendicular a uma corda divide a corda so meio, Rec 
Que divide uma corda ao meo é perpendicular à esta corda. Porn 


Solução 


Seja AB uma corda (que não pass po 
Sentro). Como À OAB é sóseles, a reta 0) 
Perpendicalar 4 base ÀS contêm 


rsamente, a reta OR que liga 


médio H de ÂE £ perpendicu 


978) Prove que, no plano ee uma i 


ã, à rela redinçis de qualquer corda passa pelo cento. 


Basta lembrar que O é eqbidistane 


iremidades da corda, Jogó pertence à sa mediar 


9:19) Prove que, pelos vices de um rig unter 


Passa uma do 


“atas À circunferência que pasta 


Pelos vérices do A ABÉ chama. 
*o triângulo. Dizemos também qq fl 


ls 0 48 ABC É inseto nessa circuntertaça 


| 
| 
! 
| 


'9.3 — ÂNGULOS NA CIRCUNFERÊNCIA 


Dada uma circunferência, todo ângulo com vértice num ponto da circun- 
fesência e cujos lados passam por outros dois pontos dela, chama-se ingulo 
inscrito na circunferência, Na ilustração, 

/APB é um ângulo inscrito. Dos dois ar- P 

cos de extremidades A e B, aquele que 

não contém o ponto P (e que, portanto, 

está contido no ângulo APB) é chamado 

arco correspondente ao ângulo APB ou q 
arco compreendido pelo ângulo APB, 

A noção de ângulo inscrito pode ser 
estendida ao caso de um ângulo APT 
com vértice P ma circunferência, sendo 
que um dos lados PA contêm outro pon- 
to A da circunferência, enquanto que o 
outro lado PT é tangente a ela. O arco i 
de extremidades A e P contido no ângulo 
éoarco correspondente, ou compreendido 
pelo ângulo APT. 


Teorema 


| graus do arco compreendido. 
l 


Demonsiração 

A demonstração deste Icorema é feita separadamente para os vários casos 
possíveis. Consideremos em primeiro lugar os ângulos inscritos que não têm 
um lado tangente. 


1º caso; Um dos lados do ângulo Inscrito passa 


— Se OC PB, então o ângulo central 
AOB é o ângulo externo ao A AOP, o 
qual é isósceles. Sejam x e f as medidas 
de APB e AÓB. Temos então À = 2x, 
ouseja, a «Lo que é a tese, pois a 
medida em graus do arco compreendido 
é igual à medida do ângulo central 
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2.º caso: O centro da circunferência encontra-se no interior do ângulo Inscrito 


Neste caso, a semi-reta PO separa 
o ângulo APB em dois outros que satis- 
fazem a hipótese do 1.º caso, Temos (ver 


O contro da cireu: se no exte 


Neste caso, a semi-reta PB 
gura) separa o ângulo APO em d 


Consideremos agora o: 
(são os 


gulos 
s casos indicados nas fig 
€ o arco compreendido é uma se 


P Fã 


No segundo uso, temos x = Mt +x,. fi = IB + fe a, 


donde resulta a = 


8, 


2, = Sb, donde a = 


imo caso, temos 2 = 90º — 3,, ff = 180" — f, e 
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Dado um ângulo AÊ, Binscrito. con- 
sideremos todos os ângulos inscri- 
tos, cujos lados passam por À e B 
e cujos vértices pertencem ao mesmo 
arco ÁP,B de extremidades A e B 
que contêm P, (isto é, pertencem. 
ao arco que é replementar daquele 
que é compreendido pai 


ma medida 3, que é a metade 
da medida em graus do arco com- 
preendido. Dizemos 

«Preto. témio 


cular, os pontos À e B viem o seg- 
mento ÁB sob qualquer ângulo. O 
arco AP,B é chamado « 

de um ângulo de medida 2 


Dado um segmento ÀB, seju ÁPB 
um árco capaz de um ângulo de 
medida 2. Se tomamos um ponto 
do semiplano (P. ÀB) que não per- 
tence 30 arco ÁPB, então esse ponto 
ÀB sob ângulo cuja 


C interno ao é 
(ver figura). o ângulo ACD é externo 
ao & BCC”, logo med (ACB) > 3. 
Para o ponto D externa ao circulo, ss 
oângulo AD Béexernoao ABD'D, 


logo med (ADE) < x, Isso mostra EN, 

que todo ponto do semipiano | Med 

(P, ÃB) que vê o segmento ÀB sob N a 

ângulo de medida a pertence avarco pe ae 

capaz ÁPB. Isto nos permite con- / y 
À ef) 
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3º) Dado a inj 


pazes de 90) 


9.4 — POLÍGONOS INSCRITOS E CIRCUNSCRITOS 


driláteros. 
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4 circunferência em pontos de tangência que 
o, dizemos que o « 


dos nem sempre são ins 
los seguintes dão as condições para q caso dos qua- 


Exercícios Resohidos 


9:20) Prove que todo quadritásera convexo Inerto em ums creu 
suplementares, 


tem os ângulos opauos 
D 


Soteção 
Indiguemos ey arcos de extremidades A 
e por ABC e ADC. Temos: 
e 


1 e j/ 
o mestiy= L mes DO Nos 


donde med (D) + med (8) = mei (ÁRE) + mea (ADE) = 1 (3607) = 180% 


Da mesma forms, provas que À e É são suplementares 


Demonstre que todo 
em uma tir 


Solução 


Seis ABCD um ousdriliero que tem 
os ângulos opostos 8 e É suplementares e 
consideremos a circunferência cireunseita ao 
à ABC. Devemos provar que D tambem per 

ência. É chro que De B 


são suplementares. Assim, 
tão D deve pertencer ao a 


VE. que É o arco capaz do ângulo D, . Portanto, D pertence 
à circunferência 


Unindo os resultados dos exercicios 9.0 « 9.21 podemos dizer que ima con 
« súicente para que um quadiatero co 
enha drgudor opostos splemmtures 


dee em uma cafe 


323) Prove que, se um quadáteo é cena a uma ciunrêcis, a soma ds medidas de doi 
Indo portos É igal à sema das meias do ouro dos Todos 
Setção Drs 


Basta notar que (veja à 3º vota do a 
exercicio 9.16%: 


A 


Somando: [AM + MB) + (CP + PD) = (AQ + QD) + (BN + NC) 
lego AB4CD =AD+ BC 
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9.5 — POLÍGONOS REGULARES : 


Um poligono convexo é regular se tem todos os lados Gongruentes e | 
bém todos os ângulos internos congruentes, 


O triângulo egiilátero e o quadrado são exemplos de poligonos regulares, 
Vamos citar aqui duas propriedades dos poligonos regulares, dispensando en. 


tretanto à sua demonstração. 


1.º propriedade 


Se uma circunferência é dividida pe- 
los pontos A, A,, A,,.., A, (n 23) 
em n arcos de mesma medida, então o 
Poligono que tem por vértices esses pon- 
tos é regular. É também regular 0 poli- 
Bono circunscrito à circunferência tendo 
Esses pontos como pontos de tangência 


2: propriedade 


A todo polígono regular é pos 
Sircunscrever uma circunferência e ins- 
rever outra, ambas com centro em um 
mesmo ponto. 

O raio da circunferênci 


tema do poligono. 
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9,6 — ESFERA E SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


Superfície esférica 


Sejam dados um número 


e um ponto O. O lugar geométrico dos 
(do espaço), cuja distância a O 
é igual a r, chama-se superfície esférica 


to O é o centro e o número ré 


! Então, para um ponto P qualquer pertencente à superficie esférica, tem-se 
PO er. 


Damos também o nome de raio a qualquer segmento PÔ, sendo O o centro ” 


é P pertencente à superficie esférica, 

Um segmento ÂB, com A e B na superficie esférica, chama-se corda. Se a 
corda ÀB contêm o centro O, ela se chama diâmetro. A medida do diâmetro é 
o dobro do raio. 


Esfera 


Chama-se esfera de centro O e raio r o lugar geométrico dos pontos P (do 
espaço) tais que PO < r. 

Os pontos P tais que PO < r formam o inter 
não pertencem à esfera formam o seu exterior. 


da esfera e os pontos que 


Exercícios Resolvidos 


9.23) Prove que um plano contendo o centro inlecepts a superficie esférica segundo uma crcunfe 
tênis, cujo raio é 0 mesmo: da superficie esférica 


Selução 


Basta relembrar as definições de supe 
fe esfria + de circunferência. Se a é um 
plano que contém O o ponto P está na inter- 


ponto P desta circunferência é tal que 
logo pertence à inteneção de q com 
Fi esférica 


9:24) Prove que Um plano que cão cost à Exito; mas tim ie de um ion E Goi com dai 


pecficie esférica, corta-a segundo uma circunferêncis, cujo raia É menor do que 0 da supere 
séria, 


Solução 


Na ilestrsção, O é o cen da supe 
fee estica, Aa € DÁ La Se Pe Quio 
ds portos petancstes à nereção des com 
à superficie efe, ato temos AP = AQ, 
seis & OA = 8 GAP. Asi e Q per 
j False 
Vodo ponto X des ircune + 
que OX = OP. 


ea e é perpendicaa 
querodo 
de tangência, 


jo DT chama-se plano ttegent, O ponto T é o ponta de tsgência 


quego ponto 


Solução 


Seja 2 0 plano tangente, Tomemos em 
zopontoQ & T.Comoo 4 OTQ 


ontida em & E passando pelo panto T é um 


posto T gaia in 


o tão DE 
Du vi pot penencente 4 super efa O plano pI, 5, ) 
perficie esférica segundo uma a 


Exerefelos Propostos + sa 


Plano tangente À superficie estéica — Um plano que passa pelo ponto T de uma superficie asfê- - 


32) Prove que se RÉ e ED sto diâmetros de uma civaftci, cão ABCD Em psiogramo, 


938) São dadas duas eircofesências concêntricas fio É, de mermo cento, Uma tor rcune 
Fênia maior fangrocia a menor. Mostre que o ponto de tangência divide essi corda ao, meio, 


929) Na figura, a rea é tangenca a citar 


de cento O em T. Sendo AB um didi, q 
teme AP re BG Lc Mo que OP = 
= 00. 

A 


931) Na figura, O é 0 
Sendo 3 = A4%, cale à, 


o a circunferência 


“Reta 


9.33) Angulo êxcêntico exterior — Dada uma ci 
cunferência, chama-se excâmrieo exterior toda 
ângulo com vértice em um ponto do eu 
do cre 


corta a circunferência segundo doi arcos, de 
medidas a e À, sendo 2 > À. Mostre que 


2-8 


mes (AP) = 


Num planó a tem-se Um ponto À e fora dese 
por À conduz-se por B a 


Siculares” (Os pés são os pontos em que duas retas perpendiculares 
eta AE não é perpen 


lados paralelos sãó chamados 
AB e ED são ar bus À e 
dabese Rã e Ce Dado os da 
Um tapénio isceas tem 


cíco 6.48, 


em uma circunferência é um retiagulo 


ce 
4 
2:37) Na figura, o ponto C divide o arco ÁTE as 
feio, Mostre que o quadrilisero DEGF é 
nseriivel era uma cireuaf 
o 


Plano tem-se o port B, A cada reta de x passando 
a perpendicular. Qual é o lugar geométrica dos pés desse perper 


interceptam ) Sepor que 


st tem dois lados opostos não paralelos e congro- 


base congruentes: À = Be Cm D. 
jo que tem os dogulos de 
ma base congruentes é iônceles (veja o exer 


ama itcunferência see somente e ele iôsces 


então ae quatro meditrizes 


9.40) Seja ABCD um quadiiliero conveso al que 
AB+CD-AD+ BC 


AB<BCCAD<CD 


Sei o ponto mito e RB. coma 22, Temos sobe BE. tal que BN = a, sendo = 
E BC = 1 PomenosPsobe EB, ti que CP = b,sendoc = CO - bo ira 
O soe À, ii que AQ na 


9.43) Determine o lugar gromsrico dos centros d 
ésdos, A e 


9.44) Determine o lugas peomético dos cemr 


Eesmético dos centros das supesfces efaicas que tampenciasm um plaso 2 
nio dado Aa. 


€ um ponto fora do seu plano, determine 0 centro de uma superficie 
e passa pelo ponto cada, 


e Que 65 plates tangentes a tia esfera nas exremidades de um diâmeira são par 


w3 


€ 2.50) Mostre que os pontos do espaço que vie Um sigisênio AB 500 Enguloo ed peicecês à a 
= pede erica é diâmetro AR fo reipenca do lecrema de cambio 9.20) 


ae o Jg em os ps ds ts span tdrs cond Ei pot À 
= 4 anda ora qu papo aa A Epa pat A 


9.52) As retas re s são ortogonais, ÀB é a perpen- 
dicular comum e o quadril 


meira MN, 


9.53) Num pláro a tem-se uma ei 
centro À. Pelo po 


ne 0 centro de uma su- 
sfêrica que contêm a circunferência 


A 


Capítulo 


10 Áreas dos polígonos 


10.1 — ÁREAS DOS POLÍGONOS 


intuitivamente, a área de um poligono é um 
nsão, ou seja, a porção de plano ocupada por ele. 
Desejamos, entretanto, estabelecer um significado mais preciso para esta 
idéia, fixando as propriedades que a área deve ter. 
A cada poligono, então, será associado um reul não nego 
mado área, que deverá sulisfazer us propriedades seguintes. 


ro que mede a sua ex- 


cha 


) Poligonos congruentes têm mesma 
área, 


2º) Se um poligono P for decomposto 
como a união de um 
de outros poligonos 


de Pé soma das áreas desses pol 
gonos. 

A área de um qua 
tem medida a é igs 


do cujo lado 


jonos equivalentes 


Dois poligones se dizem equivalentes se têm mesma área. 


te3y 


Solução 


= Veja a Dustração: O quádrado que tem 
Jados medindo à + b compêese de quatro 


Área do triáogulo — Dado um A ABC, 4 
escolhermos um lado, BC, 
medida 


Selação 


Com TA: AB e BA'j RC, obtemos 

O paralciogramo ABA'C, cuja área É igual 
Mas AABCZ ACE (ALA), 

rea do À ABC é igual à metade da 


logo 
área do paralelogramo: 


104) Dado o à ARC, 
2 BÉ. Mostre que todo triângulo À PEC, 
tom base BC e 0 vénice P sobre a rea r, 
é exiivalene ao A ABC. 


Soinção 


Basta noiar que os triângulos 4 ABC é A PEC têm mesma base BC 


amemairea s = Lap, 


tra b,, logo ambos 


Sejam os tidos ABC é PQR. 
Prose que a razão ent 
ses BC é QR 


Sejam 5, a átca do & ABC e 


do a POR Tenor, = Lipe -rs VT 
' 
de= as l 


a é ca R 


de um ca 
bases AB. 


do trapério É a soma das áreas 
los O ABC e SACD 
' ' 


S=cacho Lbon 
E E 


donde 


e JN 
neces 6 
Es / 


de um peligono regular é 0 raio + da 
de um poligono 


Ligando cada 
litona fia decomposto. 


10.2 — TEOREMA DE PITÁGORAS 


Teor 


Se um triângulo é retângs 
quadrado da hipotenusa é igual à 


soma dos quadrados dos catetos 


78 


Demonstração é ada 


O quadrado “com lado medindo 
b + cé decomposto em quatro lsiângu- 
los congruentes ao A ABC e um quadra- 
do cujo lado mede a. Seja S a ârca do 


A ABC. Temos b e 
Co sen =(bre oa id 
Más S = abre, logo 
! b 
Mera = (bre) s oe 
era =b+c + + « 
e enão É E 


RR 


Demonstremos agora o teorema 1 


goras, 


Teórema 


esse triângulo é retângulo, com hipo- 
tenusa a e catetos be e. 


Demonstração 
Por um ponta P qualquer, tomemos A Ss 

a semi-reta PQ, de modo que seja PQ =c 

Tomemos por P outra semi-reta PR, per- A E 5 
a 

que é retângulo. Se a” é 2 sua hipotenusa, E 

temos ! 

R , T 3 


Mas é dado que a? = b7 + C3,logo,a” =, Assim, A ABC = A PQR(LLL), 
donde À =P, ou seja, o ângulo À é reto, 
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Exercícios Resólvidos = 


10.9) Fórmula de Herão — Prove que uim iriângulo de lados. 


as- 
No & ABH: et 
No A ACH: bº 


Emão 


bimatcms tas bi=a zag! 
donde 


nte 


Delhi=conec- 


Assim, 


Sendo a + b + c = 2p, temps 


bratecfrdeg 
braccef+bre) 


i=4Pp=alto = bylp—e) 
S-pe-ap-bip-s 
é firatmente 


S=Vop-Dp-Bp-o 
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E demiperiiero p tem re igual 


nei 


1910) Deiemiõê x csprsão que dis . E 
a) à diagonal de om quadrado de lado 2: 
o à diagonal de em rebnpulo 
o) à altura de um ves 
6) à área de um tag 
é) apótema de um beu 


2 
“O apélema do hexgoro teguias é a aura do isiânglo eqiláero 048: + = E 


A área do herigono regular é igual a 


1041) 


Solução 
Consideremos a figura anterior, 


No 4 AHB: 
No 4 AHP. 


am mattos 
daym mai eis dy 


Assim, 
+es-biy=adeayioas 
aaiy-ar eb? 
saz=biy + cio 

E finalmente, 


amesg=biy ser 


Se o intulo B for obuso, como na 
figura ao lado. então teremos 


€ a dedução conduz ao mesmo resaliado 
Examine o caso 
B-wr 


| No A ABC. AM = m, é à mediar reu 


iva ao lada BÊ, Determine m, em função dos lados. 


Solução 


Apliquemos a relação de 5 


a 
nto 


Dai, obxemos 
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Exercícios Propostos So 


10.13) Sendo à à diagonal de um quadrado, mostie que a área” desse quadrado é 5 — 


1044) Sendo à, é , de dagoa de um lsngo, mon ju à rc dese Ilago é 


1015) Um terreno tem a forma deum quadril. a 


tero, com lados medindo 9m, 17 SE & 
— 12m, como indicado na figura. O ângulo 
BÃD é reto, ey 
9m 
Em 
b 
e) Determine a área do terreno A Tm º i 
A 

1016) Na figura, sendo CE = BH e BD = HC. 

mestre que AD = AE 

os E 
E] É 


1018) O 2 ABC É relaglo em A, M é o posto o 
médio da bipotenisa. Temas DA La e 
DRA BE Se DA -2. DM = 6 e DH = 
=25. eae 


b) aalturado À ABC, ela à hipotentsa, 7 
c) 2 área do AABC, VR 


EEE CELLELL CCL TATA A 


| 


1049) O à ABC é mino em A, M É 0 ponto 
mídia da hoteis é BiÃ La. Tomie 

À DELAC, DF LAB AB =-32.AC=M 
rodo DEF 


19.20) O ABC ds figura é cgi 


(o médio de AC, Di 1 


feência cicunseria so DME. 


1924) Na Nur oe lados do 4 ABC madema = 
b= 14,15. Tem-se DB 


Pelo vértice À da hexágono re 
pero. Se AP = 
vênive do hexágono, 


€ ABCDEF, conduz-se XP per 
dres do hexagonoê 5 = 


far ao plano do hexi- 
*, colele as distâncias de Pa cada 


ARCO rosada ra ur gaba ea 
AS LLAM = IADE NEL EE Gi) 5 
ads do paca bo qua 
do & AME é igual a 24 cmi, E 
ú É 


Calcule a distância ente ponto Me o plasg de ui 
ângulo é iguala 2 MA = MB = NC US 


ulo eql 
a o exerc, 93) 


o GR, de 8 cm de comprimento, é 
C, sendo G o baicenro des 


pespendicular no plano do triângulo e 


ngulo. A área d 


ingulo é 37 Tem Calule as ds 


fem é Bem. O ponto Pla 13em decada 
ao plano do 


1027) 


tic À do quadiada ABCD, cujos aos me 
AM ao plano do quadrado Sendo MB = $i, estado ME 


É levantada uma perpendicular 
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Capítulo SUE RTE Siminia 
Semelhança de 
lí triângulos. Relações 

métricas 


11.1 — TRIÂNGULOS SEMELHANTES 


Dois triângulos, ABC e PQR, so 

es se é possivel 
correspondência entre os seus v 
de tal modo que os seus. 
sejam dois a dois congruentes 


e os seus lados sejam proporc 


Indicamos 4 ABC — A PQR. 

O número , equivalente à razão entre lados correspondentes de dois tri- 
ângulos semelhantes, chama-se razão de semelhança. (Quando falamos em razão 
de semelhança, estamos sempre pressupondo uma certa ordem na qual os dois 
triângulos são mencionados: se k E a razão de semelhança entre os Iriá 
ABC e PQR, as medidas dos lados do A ABC devem figurar nos 
e as dos lados do A PQR, nos denominadores, já que os triâng: 
nessa ordem.) 


imeradores 
foram citados 


185 


riângulos seme- 
es têm a mesma forma, mas não 
necessariamente o mesmo tamanho. Por 
exemplo, os dois triângulos retângulos 
Sa figura ao lado são semelhantes, pois 
os seus ângulos internos correspondentes. - 
são congruentes e os lados correspon- 


dentes apresentama mesma razão: e = 
TR LS e 
PQ PR QR 3 B E Ha 


Se os dois 
exemplo: 


teremos que À e À não 
nem por isso os dois 1 
Seriam pura esta correspondê 


11.2 — CRITÉRIOS DE SEMELHANÇA 


Para se concluir que dois triângulos dados são semel 
que todas as condições dadas na defi 
se que os três ângulos i 


não é necessário 
ição se evidenciem. Por exemplo, sabendo- 
nos são dois a dois congruentes, já se pode garantir 
neulos são semelhantes, pois a proporcionalidade dos ladas seri uma 

forçosa. Do mesmo modo, se soubermos que os dois triângulos 
têm os lados proporcionais isso acarretará que os ângulos correspondentes são 
Songruentes, resultando que os dois triângulos são semelhantes. Vamos rela- 
cionar os principais erlérios de semelhança de triângulos 


consegã 
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E, ae 
Sejro PR 


A=P 


então A ABC = 4 PQR. 


lados proporcionais € os ângulos compre- 
endidos entre eles congruentes, então esses. 
ingulos são semelha 


então A ABC = A PQR, 


Se dois triângulos têm os três lados 
correspondentes proporcionais. então 
esses dois triângulos são semelhantes, 


Num isidngulo ARC, tomams es pontos 
os Pe O, respect 

dos À5 é RÉ, de modo que o segménio 

FO seja parateio 4 base BC 


prove que AE 2 AQ 
das TAC 


Concluímos então que AP. 
“pg 


ou seja, 


113) Prove o resiproco do teorema do exexício, 


ánteri é, prove que num triângulo g 

ABC se lomames os portos diinto PER i 

é QEÃE de al modo que | 
AP AQ ! 
AB AC s 

Então, q 
Faz a, e 


Slação 


Izagisemos que à reia condusida por 


us 


os quais 


AB AC EC 
PQPRQR 


o é última igualdade é totalmente 


FRo 


posto Cº ul que PC" = AC, 


n 


Tese ABC = 4 PB, pelo cio LAL de cómpigici! Sendo Ts iescãê (21 


8) Demonstre o ceiégio LA L de semelhança. 


recos EE 
e Pás PC 
Ed ' logo AB AC Consideremos os triângulos ABC e PQR, para os quais 

E =0, são A PRC + AGR coil 48 AC 

SEE = o ap + ar o ct o 8 AE Papa : 
“5 AQ, não podemos si qe FER ta ta 2 cdi Ne mo 


Tomemes sobse a semi-teia PQ o ponto B' al que PB' = AB e sobre a semeia PR o 
- ponto C' tal que PC" = AC. Pelo ciéro LA L de congruênca, temos À ABC = A PRC 
Nota: Como a soma das medidas dos 
que se À = Pe fa Q,os tarciras iogulos são com 
na aplicação do cito À À À de semelhanças 
corespondenis são congruentes. 


ingulos internos de um triângulo deve ser 18, é 


A 


PO/ RE Monte que ka 
SAPO = ABC 
| 


Na figura, 


SAC = A POR 


11.7) Demonsire o critério LLL de sem 


estes dois Solução 
O AAA, 


Consideremos os tidagulos ABC e POR, para os quais 
aB AC RC 
i Po PROOR 


Tomemos sobre a semíreia R9 o 
Ponto C' tal que PC" = AC. Most 


B' ul que PB'= AB e sobre a semíseta PR o 
mente, que 4 PB — A PQR. Como 


8, c A ? 


Observando os 
Além disso, à ánguio 


a 
geo & HACE ABC lemos ARC a BÃC, pis ambos as ac 
Versao Ls PO PR 
SHAC = 4 ABC temos, Ls 

* Conseglentemente, A HBA — A HAC 
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Annan 


Alm disto, o ângulo É é comum aos dois trângalés: Asc, pelo cftério L A L de semeihan- 
sa, vem 
arc -aPoR 
Mostremos, agora, que 4 ABC = (PB, O que será suficiente para se concluir que 
sABC- APR 
pe BC Ac BC 
como PSC" 4 PQR. temos JE =D, ou seja, DE «DC, donde tiramos 
Como 4 APQR, PR que Fa GR 


Et sejam p, e p,, tespecivamente, ox semiperimetsos dos triângulos es 
= Pitas espe Em nulos & ABC € à PQR. 


AB AC BC 
Como ABC PQR, temos dE AC BC. 4 onde tiramos AB = ks 
ro! o TRT RT AB =k-PQ 
AC=k-PREBC-E-QR Logo, 


AB+AC+ BC -HPQ+PR+QR) 


p= 
' A 
1.9) Sejam os triângulos 4 ABC é & PQR, como 
nO exercicio amecor, Seja h, à altura do 
AL ABC, relata ao vértico À, e sçja ya 
altura do & PQR, teatva 30 vémico P. EU [a 
Prove que de =x a q 
o a 


Otserv as figuras. Para os triângulos A ABD e 4 PQS, temos B = Q € ADE = P5Q, 
logo, prio 


io A À A, lemos A ABD = APOS. Dai resta que 
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ângulos & ABCe 4 PQR como 
no exercicio 11.8. Sejam m, a media do 
A ABC, 


Logo, pelo critério LA L de semelhança. temos & ABM = & PQN. Assim, Ex -t 
A 
gulos & ABC 4 PQR, como 
VLA. Seja 4, a bien interça 
da & ABC, relativa so vénice A, e sea 5, 
va 20 e e 
vêmce P. TD 
p 
Prove que 
a R 
5 


Ae Lo-qr 


a erttsio AA A, AABD = A PQS, donde 
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Observe as figuras, Para os tridagulos. 
1) Mostre que oi iringulos iscls são semelantos e tb é dido dos vice cógidene, E 


Solução 


» 
Obssrve cx dois triângulos ibscle, 
para os quais se tem À = P, Como 
AB=AC 
5 PQ=PR 
a c 
am AC 
temos TO = SE, logo, pelo criéio LA, 
temos 25 = DE. logo, pa LAL, 
AABC-APQR 
a R 


Nata, Poderiamos 


| 9 saio da circunferênis 


ta ao O PQB, 


em função 


sed 


E imiúngulos E a: 
Dett-no=s e / 


Assim, pelo resultado do e 
emos À ABD — à PQS 


A aliura do & ADE mede h 2, ea sta base mede x. Como & ADE — à ABC, podemos 


ânguos sem 
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Solução 


Sen ta altura do SABE; 


11.17) Potência de am posto em 


de centro Q e raio 1, « um ponto P, fx 
as cordas ÁS (A a Bj e AT (A AB) M 


Nota: O produto PA - PB pão depende, portando, da particular reta considerada passando 
a do ponto P, em reação à circunferência dada. Se 
a circunferência é fzada, podemos indicar - 


PA-PB = Pote) 


É imediato que, se P pertence à circunferência, então Por (P) = 0. 


ja PO = da distância 


Soloção 


iderada, se tomarmos por P uma teta 


PotP)= 
dy Sendo P 
PoutPj= PA «PB = Pa «PE 


PA=AO-PO=r-d 


PR=08+PO-+-d 


donde 
PaPp=(r= are a=" e 


Asi, em ambos às caso, temos. 


Solução 


Como é POT É 
rema de Pás 


em: + ion = 
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11.20) Teorema de Tales vo plaso — Sejam, num 


Aim, dividindo 


Solução 


Podemos supor que e 
gura, onde foi desenhada tamb 
AC AE 


O NPB' = A ACC. donde DE 2 DO e tumbém & CPB — A CNA, donde AL 2 AC 
PAR PE CRC 
AC-AP ACOAW 
Dai vem a 
A? AB 

Lo 
APOA 

sima AC-PC AC- BC 

PE BC 


cãs = pe 
ICÁS =ACP = APC 
ICAS = CAS  APE 
h APC = CàS 


Assim. A ACP é ióscees, logo AP = AC. 
No & BCP tems 


e portanto 


Exsrcívios Propostos 


1123) na figura, DEZ RE Calcule AB é BC, e 
Tunção de a 


bases à e be a altuca b (b > a), Determine 
x,y e ainda as razões AP q DE 


pero 


! 
tr prnsip rações qr srt 


11.26) Dado o trapério ARCO, retángulo em A e 
> ato 


se 0 ponto M aobre AD, tal que 


É Sibendo que BSC é reto. 


do trapézio, em função das bases 
aebecek 


O trapério ABCD da Fpura é teiôngula em 
hem funçõodas 
bases a é b, sabendo que as 


es entr i Detem 


28) Pela interseção P 
ABCD, tre ds bases, que 
encontra cs lados em E e F, Mostre que 
EP = PF 


a do trpério 


1135) Na figura, AR BÊ é M é o ponto médio 


) Sendo à ABC = POR, tomamas DS 
sobr e lados BÉ « GR, ispeirameno, 
deal ado que 

sp. Os 
DC SR 
AD as 


e que DD E 


es “ro 


ria DEg BE e EFA AD. Mouse que 
rãs 


rm 
E 


haricento, Sendo SR / BC, de 
cias dos lados do traémo PSRN, em fon 
cão das medidas 4, bee destados do & ABC 


AC =9, calcule AD, 


11.38) Sendo ÀS a bissetriz interna 
tie A, determine xe y em função de bee. 


PR e 


que EF 7 BC. 


BC = 69. Determine a 1 


1142) Na fgora, BB é ati 
« EP/ BD. Sendo AR 


No A ABC, lemse AB = 40, 


AD FC =|. caule AC. 


11.37) 08 ABC tem 0 ângulo 8 obluso e est inseri em hm dir 
gente à dscu circunferência. Calcule AD, sendo BC + 


11.39) Dado o quadrado ABCD, de lada a, tomam 
se os pontos E sobre KZ e F sobre BC, ui 


AABC- AHAC | Escrevemos: 


2d si nad 

bom h j 
vem bi=am (3) 
vem be=ah (5) = 
vem bh=em (6 


nando à proj 
tre os lados 


x o | aHBA = A HAC 


ma nomenclatura em relação «o triângulo 
retângulo, de acordo vom «s figuras ao 


: c 


h 
a = bom 
CD vem 
| h A Tas 
| hipotenusa = m b pelo vem 
) Projeção do cateto e sobre a | 4 mA 
ipotenusa = n 
Rd a õ 


a) | SABC- ABBA | Escrevemos t 


doe 


ais que x? = sz, diz-se que x é média | 
E. As relações acima podem ser enunciadas 
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1ºe2 
“Projeção sobre 


Cada cateto é média peoimétricá enité a hiy 


34 | A altura rela 
mentos que 

+ | O produto dos catelos é igual ao produto da hipotenusa pela altura 
relativa a ela 

E 

Observações 


1º) Note que a 4. rel 
A ABC de duas 


+ =amen=a = 


be = ah, pode ser obtida escrevendo-se a área do 


a? que é o já conhecido teorema de 


1145) Moe fas letras teferemse à figura amrior) 


Solução 


Lembrando que be = ah e 


donde 


CECCTCCCLTTTLTTATATCACA TINTA ÇTT 


JE 
Ha bre 


Exercicios Propostos 
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1.54] PElS Sn Gig Md cstio AT doing” 
ABC, tome um segménio 


bendo que BC 
=6em 


(Sugestão: veja exercia 1123 


11.4 — O CONCEITO GERAL DE SEMELHANÇA 


No item IL.1. vimos a definição da rel 
Vamos estender este conceito u outras fig 


de semelhança 
geométricas planas. A da 
figura F da ilustração, vamos corstruir outra figura, F', que seja semelhante 
a ela 

Escolhidos três pontos arbitrários, A, Be C, da figura É, não alinhados, tomê- 
mos outros três pontos A, B'e C", de tal modo que A ABC = A ABC 
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f 


—— Agora, dado um ponto qualquer E da figura E; podemos obter em corres. 
pondência outro ponto P”, do seguinte modo. ; 5 
a) Se Pg ÀB, escolhemos P' de modo que A A'P/B' — A APB (P'e P em semi 
planas correspondentes, com relação à reta B) 
co AP BP LAB 
AB, escol E ja 
d) Se PEÃB, escolhemos P' de modo que P'CÃB' e To = o ae 


ravés da correspondên: im 1 defi- 
—nida, Tuis imagens formam uma nova figura, F', que é semelhante à figura F. 
Podemos dei 


Dus figuras são semelhantes se exsie uma correspondência entre seus pon- 
tos, tal que a razão entre um segmento da primeira e o correspondente seg- 
mento da segunda figura seja”constante, 


A razão entre dois segmentos correspondentes chuma-se razão de semelhança 
No exercicio 

razão de semelhança 
tende uo caso de figuras planas semelhantes quaisquer, Vamos enunciar este 
fato geral, embora omitindo a sua demonstração. 


Dadas duas figuras semelhantes F e F, seja k u razão de semelhança, isto é, 
se ABC Fe A'B'c F' são dois segmentos correspondentes das duas fi- 


k= a Sendo assim, as áreas das duas fguras estão entre 


10 É, 


guras, se 


si na razão 
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Capítulo 
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12.1 — A CIRCUNFERÊNCIA E SEUS ARCOS 


Razões trigonométricas. 
Áreas do círculo e dos 


setores 


imeiramente, de modo intuitivo, a noção de compei- 
Tomando-se quatro pontos na circunferência, obte- 
ito. Com oito pontos, temos um octógono inscrito. 


VOO 


Aumentando-se o número de pontos considerados, os poliganos 
o de lados é cada vez maior, têm o com 


mos um quadrilátero 


tos, cujo 
ento de cada lado cada vez 
1a melhor aproximação pura 
Quanto maior é o número de pontos macça- 
iménto da circe 


menor. O perimeiro de cada poligono representa um 
º comprimento da circunferê 


é o valor para o qual 
os de vértices aumen- 


Indiquemos por C o comprimento 
de uma circunferência de raio r. Vamos 
+ sem demonstração, o seguinte 


A razão entre o comprimento da cireu, 


npriment nferência e o seu diâmetro é a mes- 
ma para todas as circunferências, 
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Isto equivale a admitir que dois círculos quaisquer são figuras semelhantes 
O valor dessa razão é indicado pela leira grega minscula x: 


O simbolo x não representa uma variável, mas sim um número bem de. 
terminado. Seu valor tem sido calculado com aproximação de um número muito 
grande de decimais. É, aproximadamente, 


a E 3, 1415926535 


embora se use, na maioria das aplicações, a aproximação x = 3,14. 
Da definição de x, resulta a expressão que dê o comprimento de uma cir- 
cunferência de raio 1: 


C=2m 


Determinemos agora o comprimen- 


às suas medidas em graus, 
, então, utilizar à “regra de 


arco ÁB circunferência 


G————— ss 
té — — e 


G 
=—-€ 
“= 


donde resulta 
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Mas, Serido C = 2nr, podemos ainda escrever cus 


12.2 — RADIANO 


q Consideremos um arco PQ cujo 
Somprimento seja igual ao rajo r. Pode. 
05 adotar este arco como unidade de 
medida (como já fizemos com o grau, no 
capitulo 5). À esse arco atribuicemos, en- 
tão. medida | rad (1 rudiano), O ângulo 
central PÔQ também tem medida 1 rad, 


Nota: É costume omitir o 

Certo arco niede 2, fica subent 
A circunferên, 

“regra de três” 


bolo rad, Por exemplo, se escrevemos que um 
tendido que a sua medida é 2 radianos. 
também pode ser medida em radisnos. Fazemos a 


Comprimento medida em radianos 


obtendo 


Assim, a circunferência 
Para fazer a conve 


donde 
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Se o arco ÁB, de comprimento (. tem a sua medida em 
então 


O comprimento de um arco de circunferência é igual ao produto do raio pela sua 
medida em radianos. 


12.3 — RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Seja 2 a medida de um ángulo agudo R 
ingulo retângulo mostrado na fi- 
gura. Definimos: 


ºh 


Seo de um ângulo agudo é à razão entre o caleto oposto é a hipotenusa. 


Cosseno de um ângulo agudo é à razão entre o cateto adjacente e à hipo- 
tenusa. 


1» e 
Indicu-se sena = ecos a ==, 
a a 


Ea 


O que esta definição só se aplica para U « a « | (x em radianos), 


Para estender as noções de seno e cosseno à outros valores de x, adotamos as 
definições seguintes. 


a definição resulta que, dado um ângulo obruso. o seu seno é o mes- 
mo seno da seu suplemento e o seu cosseno é o cosseno do seu suplemento, com 
9 sinal trocado. Temos também sen x = O e cos x = — 1 
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radianos igual a x, 


1 
t 
4 
' 
A] 
t 
4 
é 
é 
« 
e 
t 
é 
t 
t 
e 
+ 


"Rana RAaARAna 


É 
| 
É 


Definimos ainda, para a +, as razões trigonométricas tangente € secante: 


2 


cosz 1 
cotg a = CDE e cossec a = 
senz sena 


É fundamental a seguinte relação: | gentascosta = | 


válida para todo x. No caso do ângulo agudo, ela é uma consegiência do teo- 
rema de Pitágoras: 


y . 2 pre 
senta tcosta= 


“e a 


Nas aplicações, vamos utilizar fregãentemente os valores da tabela abaixo, 
referentes aos ângulos de 30º, 45º e 60º. 


| 1 
E 
sã 

nem 0) 4 LÃ 
3 


Para outros valores de a, as razões trigonométricas estão tabeladas ao final deste 
volume. 
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12.4 — LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS 


Para um triângulo ABC qualquer, c 
valem as relações 


onde R é o raio da circunferência circunscrita. Em outras palavras, 0s (aces são * 
proporcionais aos sem 


Valem, também. as seguintes reluções: 


Pe ci — be cos À 
bi=at+e! - 20 cos É 
e! =a?+b? — 2ab cos É 


conhecidas como 
Por brevidade, não apresentamos aqui as demonstrações destas duas impor- 


tantes propriedades, que o leitor encontra deduzidas no volume 3 desta coleção 
Te io à página 207. ' 


125 — EXPRESSÕES DA ÁREA DO TRIÂNGULO 


A área de um triângulo ABC pode Ser dada pelas seguintes expressões 


absen É | 


27 


Mostremos a validade da terceira. A altura TH pode ter 6 5eu pé no inte. 
rior do lado ÁB, coincidindo com A, ou no exterior do lado ÁB, como as fi. 


guras mostram, Nos dois primeiros casos, tem. e = sen À. No terceiro, temos 


= sen (x À), logo também TE = sen À. Assim, em qualquer caso temos 


h=bsen À, logo 
ch cbsenÃ 
E] 2 


=L te sen À 
z 


12.5 — ÁREA DO CÍRCULO E DOS SETORES 


À noção de área de um circulo pode ser estabelecida, de modo im 


HS 


inscritos, como fizemos para o 
mento da circunferência. Diz-se que a 
área do circulo é o valor para o qual 
tende a seqúência das áreas dos polígonos 
inscritos, quando o número de vértices 
auimenta indefinidamente. Se pensarmos 
em poligonos regulares, a área de um 
poligono é dada por 


Sie 
onde p é o seu semiperimetro e a é o seu apótema (veja exercicio 10.8). Se o ni- 
meto de vêtces aumenta, os semiperimeros tendem a “É e os apótemas se 


aproximam do próprio rajo do circulo. A área do circulo será, então, 


ou ainda, pondo C = Zrr: 
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=" Seja, agora, um setor cireular cujo 
ângulo central mede « (em radianos) e 
cujo arco tem comprimento £. O ci 
todo pode ser visto como um setor 
ângulo central mede 2x. Vamos au 
que as áreas dos setores são proporcio- 
nais às medidas dos 
tais, Podemos, então, 
de três”; 


setor círculo 
a 2 
s = 
donde resulta 
s- 
E) 


Mas, sendo É = ar, podemos ainda escrever 


Exercícios Resolvidos 


1241) Prove que, num trilegulo ABC, teme 


Selução 
Pet dei ds cousas, temos 
tee 
Em 


eb = 


cesta 
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(0<2 < 7), Detemi. 
ne área do segmesto citçular, em função 


Mas, pela fe ds seo, E = 28 go 


mê aspire Slção 


A átea do segmento cir 
gulo OAB, Como 


r Égua à área 5, do setor OAB menor a área 5, doteibm. 
18h aeb 


ul awe 


sicunscri 30 £ ABC, Mosire que a ár da rdng 


Sabemos que 5 = 1 


abs Ce, pe 


Selução 


D * so semisicolo de diâmero É, o ad 
(3 eo ado ÀB ce 


Mas a? = 7 + 65, logo 


Seses atire! ao, met 
4 TR 
Solução 
S+5,+8,-15,+5)+15,45) 
aa conde 
a dee S, do cteulo menor Fe 


126) Considere a área S da porção comum aos 
dois cálculos da figura, Mentrê que 


5, da região soimbreada na fi 


rcular PAB, 


Tung = E 
=2-Lpgens= 
z 


= Résena 


ar 
ER Rd 
ma 


Assim, 


iengaa- SE 


127) Dê a expressão d área 5 de um creo, em função do comprimento C de sua circunferência 


128) A área de um quadrado, menos a área da cituloinseito 
à área S do circulo 


aee tigusla 2 - VT Deermize 


irunerência concêntica de ul rem duas partes 


222 


a figura, tese TD 4 ÃB, Mostre que a 
da tesão sormbreada é igual á ára do 
jo que tem diâmero CD, 


ias Suplementares: 


) Determine o lugar peomitvco dos cetros ds superficie esféricas que tangenciam uma Cada 


1W3) Determine o fugar omético dos entro das perfis esféricas de um dado rlo 1, tanger- 
tes à um plano dado. 


19.4) Determine o lugar peomêtico dos pis das tetas perpendiculares conduzidas por um porto 
À à lodos cs pinos que passam por um ponto B (B 4 À) 


1v.5) Determine o lagar peomêvico dos pontos do espaço, egiisantes dos vértices de um trepé- 
o isôsceles. 


1v.6) Determine o lugar gcomrico dos pontos do espaço, eqbidistanos das reias que contém os 


tados de Um trtngido 


em um mesmo plane. 


IVÊ3) Determine o ligar geomrrico dos pontos do espa 


) Tendo como diâmetro um lado de um tiinguo eg 


VAI) Um arco mede 47. Sob que ângulo os pontos dese arco vêem a corda correspondente? 
v. 


ingulo ABC tem ângulos Íntemos medindo À — 50%, B = bi e € = Uma se 


Sireunlerência de diâmetro BC corta os astros dois lados. Dê às medidas dos arcos em que 
semicicunferência Fica dividia. 


de centro O (P é 0) 
p 


ne 0 lugar geomê. 


métios ds co 


isscis cj don são pepenrs en 
que a medida da disgonal é & E 


vapéio iôsceles lem um ângulo agudo-te 67% € a diagonal É perpendicular aolado la- 
do d à medida da diagonal e a a macita da lado lateral, cleule a área do trazésio, 


em é a distância entre as suas projeções 
omprimento do segmento ÀB. 


q IV) Em um quado ABCD, a distal RÉ sede Mm e o lado mede AB É 3060, 


cs e BC = dam, CD = em, AD = 30 cr, Cale área deus quadricros == 
23) Um dos lados de um paralelogramo mede 14 cm e as dingonais medeia 26 em é em Cat. 
se a área den paraleiegramo. 


124) Pelo posto onde a circunferência inscrita tangencia um dos lados de um ti 
7em, $em e 9em conduz-se um segmento de 2em, perpendicular 20 plano do 
cole 3 disância da extremidade desse segmento a0 incentro do triângulo, 


ways o ABC, de lados AB = 7a, AC = 8a e BC = 93. om 


o P ll que BP Ja. Calcule AP. (Sugestão: use a telação de Sicaar, do exelio 10 


plano do triângulo. Caleule 


& ABC, AB = “9cm, AC = S0em, BC = Gem Se 
ine a tação ta qual à bisera do ângudo À fica dividida pela port 


128) No 6 ABC, AB 
re € o pon 
ese BD CE 


ro do O ADE é 2$em, a 


1/39) As bases de um trapéxio medem a « b la < b), Determine 


lados AB = AC =— 
e 24 dress dos 


1. 


Um triângulo ABC ter lados de medidas AB = €, AC x pe BC = 3. Uma ir 
que contêm B e tangencia AC no pon a o lado BC em um posto D. 


ingulo ABCD, conduzem se perpendiculares à diagonal BD, 
igeis, Sendo AD — a, calcule AB. 


19.34) Pets vêstces À é C de um 
que a dividem em trt po 


Es um trapéxo retângulo cujas bases medem 2em é £ em, as diagonais são perpendiculares 
entre sá. Caleule as medidas dessas diagonais, 


1438) Em umtrdagelo ABC, AP e DO são alias c HE o onocento, Se AH = 1.HP = ye HQ 2 


se ei e seus raios são iguais a a 


comum, cujas exremidades são 04 patos 
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ISOS Dad iras Zé EB d uma cicuntnca arame; 4 1085 qe AH didi 15 não 
EB fa dividida na ão CP PD = 12 É a ineo ds cd 16 na 
Ho entre as medidas ds quas sor 


19:39) Em uma circunferência de raio r, AB é um dlâmero. Por um ponto C desa cteunfaçã 


que AC aÃ, pensas a cora EB 1 RE Caes CO, 


go. aja ro ro da na insert é sejam x e y a meias 
dos segmentos delerminados na biptenusa pel posto de tangência da ciunfeênca Provequo f - 


Mety+o=ay | 


lero ABC, toma-se o segmento VG, perpendi- 
fora 30 com o plano do triângulo é que VA =, 


U49) Sobe um plano 2, toma o ponto 4 é fora de 2, o mesmo semiespaço, lomamse os pon. 
foa B e C. de al modo que AB e BÉ formar JP com o plano ze mes (BÃO) = 60 Sendo 


AB = 4cm € AC = 6, cseie à medida da projeção de BE sobre 0 plano x PARTE V 


planos co pontoC 
as projeções sobr 


Capitulo 13 — Prismas 


em um plano a e RÉ forma com a um ing Capítulo 14 — Pirâmides 
que a hipotenusa forma com 6 plane a. Capítulo 15 — Poliedros convexos 


1W.46) Ok pontos A e Bestão 
O segmento À forma 
dida do ângulo BÃC. 


conhece-se as medidas os ángulos À e À e o raio Bd circunferência cr. 
me a brea do triângulo. (Veja ex 


V.48) Prove que, em todo triagulo, temor 
abe = 4pre 


1449) Caleste a área do córeulo circunscrito ao tiingulo de lados 7 em, Sem é Dim 


Calcule à área da região assisalada, sendo 
| em o raio do circulo € sabendo que os 


arcos têm medidas ÁB m 15º e ED o 15% 
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Capítulo 


Prismas 


13.1 — NOÇÃO DE PRISMA 


“mos o exemplo 
tabelecer certos 


Bases: são os poligonos ABCDE e A'B'C'D'E' (situados em cada um dos dois 


«) Segundo a forma das bases 
Planos paralelos). 


ão os lados desses poligonos. * Prisma regular: é o prisma reto cujas bases são poligorios regulares. 
laterais: são os segmentos ÃÃ', BB', CC”, DD, EÉ', todos paralelos 


Reforçando: Ag dizermos que um prisma é regular 


já se subentende que 


x 


Faces laterais: sã del idas epósite dog o mesmo é reto, além de ter como bases poligonos regulares. Se um prisma 
fais: são Os paralelogramos cujos lados opostos são arestas corres. não é reto ou então se as bases não são poligonos regulares, o prisma é não 

pondentes às bases, Exemplos: ABB'A', BCC'B', etc. ed feias é p 

Altura do prisma: é a distância entre os planos das bases (indicada por h ná fi- a 

gura anterior) 


Area lateral: é a soma das áreas das faces laterais, 
Area total; é a soma das áreas das duas bases com a área lateral. 


13.2 — CLASSIFICAÇÃO DOS PRISMAS 


tas das bases 


quele cujas bases são 
t; É aquele cujas bases são quadrileros, 
é aquele cujas bases são pentágonos. 


oorisma hexagona 


E assim por diante. 


13.3 — PARALELEPÍPEDOS 


j Os prismas retos cujas bases são retângulos são chamados para 
reto-retângulos, Um caso particular de 
bem como as faces laterais, são quadrados, O cubo é também cham 


prisma quadrangular prisma pentagonal 


das arestas laterais 


ulares aos planos 
erais são retângulos.) 
quo: é aquele que não é reto, 


t a á 


paralelegipado É cubo 
reto-etângulo (ou hexsedro regular) 


prisma oblíquo 


CRRRMRARATAA rr TERATANAnAA ÇA 


Para o paralelepipedo reto-retângu- 
lo, existe um modo simples de determi 
nara medida da diagonal, conhecendo-se 
as medidas das arestas. A 
ralelepipedo está indicada pelo segmento 
BD'ea sua medida é d. O segmento BD 
é uma diagonal da base e a sua medi- 
daém. As letras a, be e representam us 
medidas das arestas. Aplicando o teore- 
'ma de Pitágoras aos triângulos ABD e 
BDD, obtemos sucessiva 


(BD) = (AB)? + (AD)? = m? = a? +b? 


(BD) = (BD) + (DD = a: = 


Assim, temos 6º =a? + bi + c? e, finalmente, 


A árca tolal de um paralelepipedo reto-retângulo pode ser também fi 
mente determinada. Basta notar que cada base tem área S, = ab e que, além 
disso, o paralelepipedo tem duas faces laterais com área S, = ac e ou 


com área S, = bc, Ascim, à área total é 


s duas 


$,=28,428,+25.=2ab+210+2b 


Seção chama-se reta cu nor 

ase do prisma, à seção é € 

versais são todas po 

Ass 

m mesnsa drea. Da mesma forma, todas as se 
5 congruentes entre si, re 


Se o plano da seção é pa 
É ime 


«ções retas de um prisma são po- 
ndo que iodas a 
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13.5 — VOLUME DE UM SÓLIDO 


O ulume de um sólido é um número que mede a sua extensão, ou seja, a 
porção de espaço ocupada por ele. À noção de volume fica estabelecida, de moda 

is preciso, quando fixamos as propriedades que o volume deve ter. A cada 
sólido será, então, associado um | ea n 


que deverá satisfazer as propriedades seguintes 


» chamado volume, 


12) Sólidos congruentes têm mesmo volume. 

2) Se um sólida S for decomposto como a união de um certo número de outros 
sólidos S,, 8, ...,S,, de tal modo que dois quaisquer dentre eles não te. 
nham em comum pontos de seus interiores, então o volume de S é a soma 
dos volumes desses sólidas. 

34) O volume de um paralelepipedo reto- 
retângulo cujas arestas têm medidas 
a becé iguala 


[voa 


o de Cavalieri 
o, paralelo ao 


ceptar um dos dois sólidos, inter- 


» de tal modo que as duas seções obtidas tenham mes- 
ma área. Sendo assim, as , 
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Aplicando estas propriedades, podemos obter os volumes de muitos tipos 
de sólidos, a começar pelos prismas. 


13.6 — VOLUME DE UM PRISMA 


Vale a seguinte propriedade: 


O volume de um prisma é igual ao produto da área da sua base, pela sua 


Através do princípio de Cavalieri, esta afirmação pode ser facilmente ju 
tificada. Considere um paralelepipedo reto-retângulo com a mesma altura h e 
cuja base tem à mesma área S, da base do 


às bases determi 
nifica; pelo princípio de Ca! 


234 


Se S, é a área da base e h é a altura, 
tem-se 


V=S,.h 


Para o paralelepípedo, como S, = a «b, o volume é V = abh = Sh. Logo, dº 


volume do prisma é também V = S,h. 


Solução 


a À base do prisma é um bexigono rego- 
lar de lado a, cuja rca É igual a seis 
vezes a área de um iribgulo 


d) Cada face lateral do pra É um é. 
ngulo de Race e alta 3, portanto 


css Intra: logo 


s,-6ah 


a da área lateral com 48 áreas da duas bote 


to do prisma é a 


S=5,+28, -6h+ 


ss 


é) Pata o volume do prisma, temos 


v-sa= 


nulo medem m, 2m é 3m, Cakule: 


) o volume 


agora aque. 
a por um plano que 


da seção diagonal é S = AC «b. 
Como AC =a 1, 


S-n/Db=ab/I-0VE 
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134) À base de um 


ema é um triângulo eqiitero de lado à. Um dos vtices da base superior 
projeiase no centro da base inferior. Às arestas laterais formam 64 com o plano da base. 
Caleule o volume da prisma. 


Solução 
No A ABC, temos 


yã 


AG «Id 


Es 
No A AA,G, temos 
E 
AG 
donde 
as 
penas 2, gua 


Alien di base do pm 
28 


Assim, o volume é 


A aresta da base cual 
são iguais a 


o pisma, 


donde 
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allepipedo seto-etângulo mede 6 em é forma 30" com o lado 
ra da paraleiepipedo, se 0 seu volume é 54cm!, 


13.8) À diagonal da base de um 
maior da base, Caleuie a 


Solução 
Os lados da bate são 
amtenir é. LE 03 /Sem 


stage stal=ios & 
Vash os Ih E 


donde 
h=2/5em 


Exercícios Pronostos 


soma dos ingulos internos de todas 3 fes de um pelsesa cuja fase é um pos 
igono de a lados 


135) Em vm prisma, a soma dos ângulos internos de Lodas as faces é jgus| a 2 880% Quantas faces 


laterais tem o pesa? 


139) Em um prisma, a soma dos ângulos internos das duas bases é jeal a 1800", Quanias faces 
laterais tem o prisma? 


1340) Em am prisma, a soma dos dagulos internos de todas as faces 
tas são as faces laterais? 


sé ipa a 3 960º, Quan 


13.11) Um prisma tea, no total, 12 faces. Calcule a soma dos Argulos internos de todas as faces 


srmos de uma das bases de um prisma é jgual a 720" Calcule a soma 
todas as faces, 


1344) Um prisma tem a faces 


. Quanias são as arestas? 


13:15) Quantas faces laterais lem ur prisma de 21 arestas? 


1316) Em um prisma, O número de arestas 
igual à 32. Quantos lados tem o po 


js o múmero de vêrices, mas 0 número de face, É 
no da base? 


leule a soma de todos 0s dicdros de um paraliesiçado (note que arestas opostas, siua- 


cas em Uma mesma face, determinam diedros super 


13.13) Calcule a área total € à diagonal de um paraeiepipedo reto-reagulo de arestas 3, Se 12 
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13419) Um paralelepipedo ieto-etângulo tem como base um retângulo de lados 4 é 6. Sabendo que 
à dsea total é J08, determine a altura e a diagonal desse paralelepípedo, 


13.30) As arestas de um paralelepípedo retotetângulo têm por medidas três números inteiros e con- 
secutivos Determine etas atesta, sabendo que à área total é 2 


1321) Seja 2 0 ângulo aguda formado par duas diagonais de um paraielpipedo reto-tetângulo de 
dimensões Zem, Jem é Gem. Caleule cos 2 


22) A dimensões de um parlelepipedo reto-tetângulo são proporcionais a 3,4 é 17 e a sea dis. 
sonal mede 26cm, Csleule as dimensões da paraleiepipedo 


1329) Sejam OABC um tre rise 
o item 8.7 e DF uma semieta ce 
tried, que forma com as atestas do triedro 
os ângulos a, fe 7. Mostre que 


emas pr sento 


13.249 As diago mas das faces laterais de um par 
base degulos de 30" e 48* Sendo = à ângi 
plano da base, calcule 1$+ 


igulo formam com o plano da 
que a diagonal do paraleiepipedo forma com o 


1325) O perimetro da base de um 
su altura é 12cm. Calcule 


lepipedo rslo-retângulo é 14em, sua diagonal é 13cm é 


13526) As áreas das faces de um paraelepipedo teto-e 
total é UBdem?. Desermine as dimensões do 


gulo são proporcionais a 3,5 € 18 e 4 ires 
-epipedo 


1327) Quantos recipientes em forma de paralelepipedo reto-retângulo podem ser fabricados. no 
môximo, a partir de uma chapa de aço de 140cm x 70em, se as dimensões dos teipentes 
são 35cm 2 em * I0cm? 


1328) Dois patallepipedos reto retângulos têm as somas das ares 


bém igual, O que ocorre com as áreas tous? 


iguais é uma diagonal tam- 


1329) Num cuba de atesta 4, 25 extremidades das tês arestas que partem do mesmo vértice são os 
vistiss de um trago, Calcule a drea dese triângulo 


1330) Dado um cubo de aresta a, constrói-se um segundo cubo, te 
fase da peimeiro. Se a dingoeal do novo cubo mede 12em. ca 


1331) Um cubo tem aresta a. Qua! É a diagonal de um cubo que tem como aresta a di 


1332) Seja 2 o Angulo agedo formado por duas diagonais de um cubo. Calcule cosa. 


13.23) Um cubo tem diagonal d é um segundo cubo tem disgonal d + x. Qual é a diferençs entre 
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CACCTETTIIANAITTTTTE 


CA O] 


MISIIITILLLLLLLALIA 


227774499933251 


1334) À atesta de um cubo é a é a atesta de um segundo cubo é a + 2. Caleule a diferença entre as. 
suas diagonais, 


1533) À área total de um cubo é 5. Cal 


je a Elagonal desse cubo, 


135 


Jm cubo fem aresta a. De quanto devemos admentar esta aresta para que a área total do novo 
cubo seja o dobra da área total do primeiro? 


Jm cubo tem disgonal à e um segundo cubo tem diagonal d + 2. Caleule a diferença ente 


área total de um cubo de aresta a é S.Caleie a área total de um cubo de aresta ka 


13.39 O cubo da figura tem srestaa. Ca 
tância do vértice À à diagoral 


retângulo são iguais a 1 cm e [cm e a disgo- 
ipedo mede Já cm, Delermine a rarão entr à área total e a área lateral 


nai do 


etángulo tem arestas de 3em, Sem é $em. Detemire: 


?, área da base igual a 24? 
ês medos das arestas 


PA de ratão 2 


[7] 


o volume de um paralelpipedo retoteângulo css dimensões são a aresta a. a dia- 
gbnal de face e a diagonal de um cubo, 


Calcule a área total é o volume de um cubo de diagonal d 


13:44) À dingonal da base de um paralelepipedo É l6em. O lado maior da bate de 


é 24cm?, Calcule o seu volume. Eis 


1347) Seja um cubo de areia Sem, Cale 


ja um cho cuja diagonal mede 13 cm. Calend 


aja 
e) o soleme 


a) a acesta (a) 
é) à deea da bate (5); 
é) a brea lateral (57) 
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13449) A diagonal de úima face de um cubo mede 4 em. Determine 0 volume do cubo, 


13:59) Ur cubo tem ds Eemê. Determine 0 volume desse cuba. 


1351) Em um cubo, à aresta, a disgons! é a áres total formam, nessa ordem, uma PG. Determine 
o volume do cubo. 
13.52) Sea um cubo de área total 214 cm). Caleu 


a 
a 


drça da base (5, 
volume (V), 


13.53) Determine a diagonal de uma face de um cubo de volume iguat a 2 
Determine 0 volume e um cubo cuja área lateral é igual a 12em; 


Em om cubo, à área a base, a área tal € volume Fsrmam, néxia ordem, uma PG, Deter- 
mise a aresta do cuto. 


13.56) À soma das medidas das 
é o volume do cubo. 


as e um cabo é igual a 18 cm. Calele a diagonal, a tes lotal 


1357) Em om cubo, a diagora! de uma face! €. Calle 4 diagonal, a área total e o vetume dese 
caso. 


1358) 


réoça enre as asas de is cubos É x € a diagonal do maior é & Caleude a área total 
é o volume do cubo menor 


1359) À soma de todas as diagonais das faces de um cubo é igual a 48 cm. Caleue 0 volume desse 
esto. 


1351) Três cubos de chumbo. com arestas é, 8 em + 1Dem são fundidos er um só cubo. Qual 
É a atesta do cubo olido? 


Ur cabo de chumbo, e aresta 20 cm, é dividido. por fusão, em rés cubos cujas arestas são 
proporcionais à 3. 4 e £ Calcule os tolumes dos cubos asim obtidos, 


13.63) Calle a dna total de ea cubo cujo volume É igual ao de um par 


ângulo 
de dimensões 4em, em e Sem 


epipedo re 
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1365) Sto dados um tuo de sresa 
o agudo da base do pr 
das primeiras são 26 arestas Ca base, De 


o stas arestas ão proporcionais a 13,94 4 


emine a área total do paralelepípedo 


13.66) Un prisma reto pentagonal tem atura 7 e área lateral 9). Qual É à pesimetro da bese? 
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13487) À altura do prisma eto peniagonal 
Euca é 6 e as arestas da base têmas. 
da, 
do prisoa, 


13.68) Um prisma to tem área lateral igual a 156? 


: E perimeigo da base é 6 cm, Quarto mede 
a aresta lateral? 


he À Giagonal de vm rsma quadrangular cgi mede e fz, om o plo da fc lt, 
dngulo de 67. Determine a medida ds arsta da beso 


1370) À diagonal de um prisma quadrangular regular mede d e fi 


. com a att lata, um go 
de 60. Decermine a medida da aresta ca base tea a 


(0) A atesta da be de um pa quand er & gal 29 cm. Ce a ini ne 
à diagonal do prisma e uma area lateral que não a corta 


a quadeangaar regular no qual a de da bas é iguala 440 cx 


137) Calcule a capo 
à área do 


Se vm prisma quadrangulac regular no qual à áxta da base é 200cmé e 


é21o VT cm, 


ds base de um prisma 
a as tangentes Irigonam 


hexagonal És €a altura É 2a, Caeule as diagonais do 
dos ângulos que cada diagonal forma cor é piano da 


138) Um prisma isiangular regular cuja aresta 
da base mede a, é cortado por vm plano 
nelinaço, obtendo-se um tronco co 


132) 


| A e de um prima sto é em losango, Sendo em e cm a reias das diagonais do prá 
ma é Zcm a altara, cale a lado da base 


“um herigono tegu: 
as diagonais do prisma. 


lado a, As faces laterais são quadrados, 


13:79) À base de um primo 


tm losango com lado de 0, 


: em é ara 9,6em A altura do pi 
gonais do prisma. A 
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[380 à dae de am pia eta é um paaeogramo, cujos fados são ipi a 13 e 15 rm e cuja 
altura é 12cm. À diagonal menor do prisma forma 43º com o plano da base. Calele as dias 
gonais do prisma. E 


1341) À Base de um prisma oblíquo é um triângulo equilátero de lado à, À ata Lateral fórma tor 
com o plano da base, Um dos véries da base superios tem ortogonal sobre o plano 
da base no centro da circunferência circunscrita Calle a altura do prista e a área de cad 
face lateral 


1342) A base de um prima rt É um paalelegramo de lados 15 cm e 2, SF em. A soma das dia. 
Honaiá da base É 32x € a alura do peema é 12cm, Caeue as dagonais do sa” 


13:89) Em um prisma quadrangular regular, a diagonal faz 3º com o plano da base é a área late. 
É igual a 44 /Gemê. Calcule a aresta da base, 


1389 


m um prisma triangular regular, a aresta da base é a. À diagonal da face lateral faz, com o 
plano de guisa face lateral, um ângulo de 3 Calele à área Iara 


1388) À altura de um prisma triangular regular é igual a 14 Tem é as áreas da base e lateral são 
proporcionais a 2 e 7, Determine a aresta a base. 


13:36) À diagonal de um prisma quadrangular tegula (az 30º com a face lateral. À aesta da base 
é Determine à áres Iate 


1387) A atestada base de um pisa hetagonalreular é a A maior <iagonal forma 60» com o pla 
no da base, Calcule à área toial 


13.88) Em um prisma teto, a tase é um Iriângulo retângulo de catetos 10 cm e 24 cm, À diagonal 
da maior face lateral forma 67º com o plano da base, Calcule a área lateral 


ED cuja diagoral maior é igual a quatro vezes o 
menor diagonal do paraleipipedo forma 60º com o plano da 
tel 


1390) Determine o perimero da base c a altura de um prismá rio pentsgonal, dadas a área Lateral 
60 e à soma “0 day 1$ arestas 


1391) Em um prisma iciangular regular, altura é igual à atesta da base Seja a 0 ângulo formado 
por duas diagonais de faces que concorrem num mesmo vértice. Caleule cosa, 


1.93) Seja um peiscoasegula de base triangular no qual a altura é igual à aresta da base Sendo S 
& área da base, determine, em função de Sz 
a) a aresta da base 
by à área lateral 


13:93) Sejam dos primas regulares de eoeuma aliuca, o primeiro de bace quadrada € 0 segundo de 


base hesagomal. Em ambos os prismas a aresta da base mede 2 Qual é a razão entres 
seus volumes? 


1394) Seja um prisma regular de tese ariangula, no qual a altura b É igual à aresta da base, Deer. 
mine, em função de h 

es da 

área late 


6) à área total (5): 
3) 0 volume (V), 
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1385) Um prisma reto tem como base um triin- 

gulo retãogula issceles cujo cateto mede 

Jem. Sabendo que a área total é 4 em, 

E determine a altora desse prisma, tem como 
o seu volume, 


q 13:96) O prisma regular hexagonal da 
volume igual 4 27. A 
4 da base é a. Sabendo que h = a /J, de 


termine a aresta da base, 


H 1897) Um prisma teto tem cor 
pésioisósce a é Sem, Oya 
pégio tem altura 2cm e as suas bases me 
dem lc e 4cm. Deterníne; 


base um tra 


) à área tou 
dy 0 volume (V), 


1398) Um prisma reto de base trapezod, 
ra a e a su4 base É 0 trapégio 
sentado na figura 0 lado, Determine: 


18 em. Dois lados desse pa 
mam ângulo de bi» 
€ o volume do psraskpiped 


) Sejam dois priemas regulnves 
base hexagonal. Em ambos os 


ii 
ZN bas 
5 
à 
E 
B 
ds 
se 
Te 
bue mede 2 


e Zem, Qual É a razão entre os 


A asc de um prisma abliquo é um ridagulo retlngul isóceles. A projeção de uma das áres: 


tas lteais sobre 0 plano da base coincide com à 


mesiara a um dos catelos do triângulo 

formam 43º com a plano da base. 
le o volume do prisma, sabendo 
tur é d, 


131024 À aura de um pricca reto de base quadrada é 40 cs e sua área total é 


05 cmê, Determine 
O volume da priaa 


13103) Determine 0 volume de 
6 ângulo da base 


Farallepipedo reto cujas arestas são todas iguais à 4 cm, sendo” 


pedo ret é um losango com lado a e ángui de 6, A área 


al do 
pasaetepipedo é Ea. Caicue o volume do paralelegipedo 


A base de um paraleiepipedo reto é um paraelogramo de lados à e da e cujo ângulo agudo 
lepipedo mede Sa, Csleue o volume 


feto é um parsiclogramo cujo lado maio é igual a 25 em e cuja 
a do paralelogramo. À ménor diagoral do 
o plano da base, Calcule o volume 


dia oral menor é igual a 154 


O lado da base de um próma regue é igual a a € à aresta [ateal E iguala b. Ca 


quadrangular 
cs Bevsgona, 


08) Catcue a enpaci 


do atmazém da por 
msendo a =25m.b = Om ec = 4m 


Es um prisma 
ão lado oposta da outra Suse 
Juce do prisma, 


a é faz 6 com o pla 


condutida pe 
fase De 


ame de um prisma sau 
é 3cm, Caleue à altura do prisma 


ar é 99 em! eo raio da circunferência inscrita na base 
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A seção reia de uma barra oca de mel 


oem 
é dada na igura ao lado. Caleue o volume = 
tenda que 


O Seu comprimento & 1 m (adote V5= 


tal prisma, 


E. 94 mé e Vem Ca 


anguiar te, 4 mulor 
sabendo que o volume 


do prisma que são pata 


“Tm. Caes asa do cho, a digna 


e 3 
fem aresta da P : 
TT um ponto P. Ache à de 
ABP, sabendo que seu 
tom o plano da base 
é a 
a 
A 
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134133) A aresta de um cubo mede 5 em. Caee o perimetro e a ára da seção da cubo por um pla 

no que passa pelas extremidades de ts atstas que contêm um memo vitc, 
13) E dad am culto ABCDA,8/€4D,. com ata Sobe a ara CD, tomas um porto 
3. sobre a aresta AÊ, toma-se 0 ponto M cor A,M = E sobre a ares. 


mae 6 polo os DN = É Ce o peito da uso eemiada no 


cubo, por um pláno conduzido pelos pontos L, M e N 


Os lados da base de um parati 
são quadrados. Dei 


ângulo são 20 em é 21 em é as seções diagonais 
1 do puraleiepipedo 


y Em em pra reg atesta de base é igual à aresta lateral, Cale a área la. 
deal e a menor seção diagonal lem área 15 Tem 


133) A área da malor seção diagonal de um peisms hexagonal regular é igual a Q. Calle a Seca 
jteral 


ma betagonal 8 mê, Calcule as re 


as seções disponais 


erminado pela aresta da se 
al open 


prisma tismgutae regular é a ponto m 
om o plano da base, Se 4 aresta da base é IO 


ido É a 0 ângulo agudo é br. Um plano. de. 
o vértice de ur ângulo obtuso da autra, de. 
ma de triângulo tesêngulo, Caleute a área (ot 


1313T A base de um paraleepipedo reto é um losango com ângulo agudo de 66” A h 
seção diagonal é Q. Culcule 4 área 


a da maior 


sn. As dress das seções 


3) Em um quraleepipedo reto-re 
é a área da seção ACD, é Téc 


ABCDA,B,C D, os lados da use são Bem e bem 
Determine o volume do paralelpipedo 


) A base de um prisma reto é u 
médios dos dois lados ma 
cão é igual a Mem Ca 


ângulo cujos lados são 


e 25 em e 29em Pe 
a à face 


pontos 
era. À área desta se. 


é tomada uma seção pai 


9 volume do prisma. 


t 


Capítuio 


Pirâmides 


— NOÇÃO DE PIRÂMIDE 


Imaginemos que sobre um plano x esteja situado um poligono ABC... Seja 
V um ponto situado fora do plano + 

Podemos construir todos os segmentos que têm uma extremidade num pon- 
to da poligono e a outra no ponto V. Unindo todos esses segmentos, obtemos 
um sólido que recebe o nome de irá 


Na figura ao lado temos o exemplo 
de uma pirâmide, Vamos estabelecer os 
nomes dus purtes dessa 


é o polígono ABCDE. 
as da fase: são Os Jados desse poli- 


raist são os segmentos VA, VB, VC, VD e VE 
5: são os irângulos que têm um dos lados numa aresta da base e 
e oposto no ponto V. Exemplos: VAB, VBC, etc 


fera da pirâmide: é e distância entre o vértice V e o plano da base (indiceda 
por h ra figura anterior), 


Área : é à soma das áreas das facés laterais. 
é à soma Ca área da base com a área lateza 


14.2 — CLASSIFICAÇÃO DAS PIRÂMIDES 


a) Segundo o número de arestas das bases 


& Pirâmide triangular: é aquela cuja base é um triângulo. 
ide quadrangular: é aquela cuja base é um quadrilátero. 
gonal: é aquela cuja base é um pentágono. 


E assim por diante, 


pirâmico triangular pirâmida quadranauiar mide pentagonal 


a lemos represent 
ide regular hexago- 


ema da base 
ma da pi 


imide 4d õ 


Numa pirâmide regular, as faces la. 
o triângulos isósceles con- a é 


14.3 — TETRAEDRO REGULAR 


Uma pirâm 


e de base triangular é também chamada ietraedro, pois esse 
sólido tem quatro faces, sendo três faces laterais e uma base, 

gular, subentende-se que todas as suas 
as da base como as laterais, Neste caso, todas as 


E) 
8 
8 


Altura do tetratdro regular 


Num tetraedro regular, pode-se de- 
inar à relação entre a altura he à 
aresta a. Basta acompanhar as figuras 
Em primeiro lugar, O apótema da pirá- 
míde, VM, É a altura do triângulo egúi- 
litero ABV. Temos 


tem 


ERA 
2 


vM = 


M 


z 


GM = CM. Go 


jo CM é a altura do triângulo equilitero do lado a, temos 


tirnbémo 640 m EXE, tg 


ndo 0 teorema de Pitágoras 20 triângulo VGM, obtemos: 


E = VG3 + GM: 


ousa ( 


"sopra tan CARA RARARAnRaRa a 


e dai obtemos 


que à a relação entre a altura é a aresta do tetraedro regular. 


gular 


Área total do tetraedr 


ay 
e como vM = 2Z, 


A area ota! do tetraedro regular é igual 4 quatro vezes esta área 


* — SEÇÃO PARALELA À BASE DE UMA PIRÂMIDE 
TRIANGULAR 


Se x é o plano da base ABC de uma 
plano 8/2, que 

segundo um 
fato impos 


Notemos que SB / ÃB, AT; 


A VAC = AvaC 


AVBC' = A vBC 


e FEZ, asim 
NE VAO vB 
ABOVA vB 
SC va ve 
aC VA VE 
BC vs ve 
CAT 


á 
4 14.5 — O PRINCÍPIO DE CAVALIERI APLICADO ÀS PIRÂMIDES 
=| TRIANGULARES 
a 


wu 


o 
é z a 
Al ab d A 
a 
E e 

É ME = E E 

A 

e 


Se duas pirâmides triangulares têm huscs de áreas (guris e mesma altura, 8 q 
| 
c ri 
Pr. 


* então elas têm o mesmo volume. Este fato pode ser reconhecido atravês do pr 
, B 


cipio de Cavalieri (veja o item 135). Suponhamos que as duas pirâmides têm 
suas bases contidas em um mesmo plano x. Todo plano paralelo a 2,0 interceptar 
a pirâmide V,ABC segundo o triângulo ABC, intercepia também a pirâmide 
V.DEF segundo um outro triângulo D'E'F, Para se concluir que as duas pirá- 
ostrar que às duas seções assim obtidas têm 


i e como Se = Surg =, 
E tém mesma altura. que é igual à altura do próprio prisma. Assim. tem-se V, = 


Por outro lado. considerando aí pirâmide B'A'CC" (de vértice B' e base 
A A'CC)ea pirâmide B'AAC (de vértice B'e base A AA'C), vemos que as suas 


zendo-se 
área 


“ABC é Igual à terça 


segundo corte do pris 


254 


CROCTLTANITITATRTACACTTITINNTAAALES 


14.7 — VOLUME DE UMA PIRÂMIDE QUALQUER 


Consideremos a pirâmide VABCDEF, de altura h e área da base S, O 
poligono da base pade ser separado em quatro triângulos, por meio das diago- 
nais conduzidas pelo vértice B. Assim, a pirâmide fica separada em quatro pirá- 
mides triangulares. A soma dos volumes dessas quatro pirâmides é igual ao volume 
da pirâmide dada. Temos, então, 


1 
I 
1 


É claro que o raciocinio é válido para uma pirâmide com um número qual- 
quer de vértices na sua base, Conel juer pirâmide, 
O volume pode ser o! 


“de qualquer é a terça parte do produto da drea da 
a 


- 
- 
- 
= 
. 


Exercícios Resolvidos 


141) Casal o volume de um Ieiradro regular de aresta a. 


Senção 
a 

Come ima nom 143,3 ara do testo spa é dada por th = 2, ara 

assa base É a área do triângulo eqjilrero de lado: 5, Ea Assim, V sa aa 


EST a dé 


q a 


. Bonde es 


142) Consiteremos uma 
dida 4. Pede 


de hexagonal regula Ce altura, na Qual à aresta da base tem me- 


ay a área da base x 


by ares 


40 volume (VI 


nju > 


by Cad face 


| da piârnid é um triângulo iósceles de base a e cuja 
eme da pirâmide. A área desse ângulo é 


ra VM é justa 
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conde 


REM 


qa 


m 


se VE 4a) 


d) Para o volume da p 
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15) À projeção ortogonat do vértice de uma pirâmide sobre o 
ferência circunscrita ao poligono da base. Prove que es 
Songruentes duas a duas, mese 


Solução 


Observe a figura do exercício anterior. Temos VGA 
A VGA = AVGB é, assim, VA = VB. 


146) À base de uma pirâmide é um 1 
à duas, Prove que uma das faces laterais é perpendicular 


SLLLATIT 


Solução 


Seas arestas 


eras so congruentes 
duas à duas, então a projeção orlogonal 
Gado vênice da sobre plano da 
base, é o ponto médio da hipolenusa AB. 
Assim, 0 piano pl VAB) contém uma reta 
VÔ. que é perpendicular ao plano da base 
donde à face Iteral VAB é perpendicular 
ao plano da base 


14.7) Uma pirâmide hexagoral regular tem aresta 


Ss seções diagonais isto , seções determinada: 
gonal da base) 


Solução 


No A VGD, DJ = (VGjt + 
+ [GDI donde GD]? = (VD): — (vGj3 À 
! = 10-88 = 36 e aísim, GD = 6cm, Para 


“são VAD tor, = -L 140) 6), 


o do hexágono mede Gem, logo 
3 diagonal A mede 6 Fem. Para a seção 
VAC, temos 


donde vp = 


| 


plano da base É o centro da circun- , 
pirâmide tem suss arestas laterais 


= VÓB=9HeGA = GH. Logo, 


lo retângulo € as atestas laterais são congruentes duas 


ao plano da base, ' 


S B 


ral de 10 cm e altura Bem, Caleule us áress 
* por planos que contêm o têrtce e uma dia. 


14.8 — TRONCO DE PIRÂMIDE DE BASES PARALELAS -- 


pirâmi 


pirâmide 1 


Consideremos uma pirá pirâmide 1). Ima 
pes que um plano /l, paralelo 40 plano x da buse, corte a pirâmide à distância 
h, do vértice, sendo h, < h,. À interseção do 
poligono semelhante ao poli 
Note que o plano Z separa a 
uma pirâmide de vértice V e 
mado tronco de pirimide 

ÀS bases das duas pirâmides são as bases do tronco é a diferença H = heh. 


dio Beesenta a distância entre as duas bases, é à altura do tronco. As faves [io 
terais do tronco são trapézios, 


14.9 — PIRÂMIDES SEMELHANTES 


entre figuras planas. Não 
estender tal conceito a quai 


Duas figuras são semelhantes se e) 
os, lal que à 14230 entre um segmen! 
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A razão Kventrê dois segmentos correspondentes chama-se farão de se 


melhança, 


Tomando-se, por exemplo, duus diagonais das bases, temos qua =k Empar- 
a, podemos escrever também JL =. 


Duas pirâmides semelhantes apresen 


a) os ângulos pol 


icos correspondentes, congn 
bj às faces correspondentes, semelhantes: 
) às arestas correspondentes, proporcionais 


Temos ainda as seguintes afirmações 


22) Os volumes dos dois é 
si na razão kº, 


12) As áreas de superfícies correspondentes estão entre si na razão kº. 
idos, ou de partes correspondentes, estão entre 


A 1 afirmação 
áreas das bases, as áreas laterais, as áreas 
de cada pirâmide, podemos escrever 


aís, as, 
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inha sido referida no jtem 11.4. Considerando-se as 


Para os volumes das duas pirâmides temos 


confirmando a 2.º afirmação 


14.10 — VOLUME DO TRONCO DE PIRÂMIDE 


Para calcular o volume do 
da pirãi 


ide 1, o volume da pirâmide 2: 


AREA ERA 


Para maior comodidade de notação, 
indiquemos as áreas das bases do tronco 
par B, e 


podemos escrever 


nco de pirâmide, basta subtrair do volume 


Exercício Resolvido = 


144) Uma pirâmide regular de base quadrada tem atesta da base igual a 5 cm e altura 8 cm Se. 
ciona-ie ex piimide com um plano paralelo à base, situado à distância de 3 em do série 
Determine o volume do tranco de pirâmide assim obtido 


Solução, 


a mm 


i A pirâmide menor, de alara Jem e aresta da base igual a a, tem 
ve lsheLasma 
] 3 E 


Delerminemos a, lembrando que as duas 
arestas das bases é ig 


3 


z 


Assim 


Ouro meto 


em área B, al que 
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Exercícios Propostos 


149) DE a soma de todos os ingulos das aces de uma pirâmide 


e) pemtagonal; 


dy quadrangolr dy cuja base é ur polígono de a 


| Quanios 
igual a 36 


Jem à base de umu peâmíde na qual a soma de todos os ângulo dia faces é 


e que o plo que co 
pendicalar ao 


im à sua de uma pirâmide e a aura de uma face 


ea & per 
so desta fase Ita, 


| Determine a atesta x da cubo inseto em 
uma pirimude regular de base quadrada, 
com iresta da base a e altura à 


4. dra a use à a. Caleul 4 atesta lateral é a altura 
ao lato da bate, tendo a pirâmide 


dy quadrangular 
4 atesta da hase É a e 4 aresta lateral é b. Caleule 


dy quadranp 


15) À base de ua pirâmide é um irao 


cuja base mede 


ide é um inângu 
râmide 


za 


um 


1449) Em uma giriavie quadrangular, todas as arestas são congrueniss duas a duas, Seja 3 0 da. 
gulo do vênice da seção diagoral da pirâmide, Cabeue 2 


[420] Determine quantas diagonais tem um tronco de pirâmise 


tam 


1425, 


126 


129 
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a 
da buse superior « os 
20 ângulo da aresta 


a) quadrangular: Dy pemtagonal, 


arestas são todas iguais, de modo que os 

es de uma de sua” buses estejam sobre 
as atetas laterais do tetrado, enquanto 
que a outra base está contia va buse do 
ieiraedro. Determine à areita do prisma, 


Seja 2 à media do Giedro determinado por uma aresta e ua ttruadrosegulr Calcule cos x 


jo a contêm, Cal 


Uma pirâmide riangular tem ético Ve a 


sem áta aresta lateral 
plano da bas. Os dog 
BRA JD, AVC = 45 


pirâmide tem como base um 

tângulo Isbsceles ABD, de 

AB =. À face lateral CAB é também um 
time 


RE óeels de hipotenusa 
ÀB. cujo plano & perpendicular ao planô 
da Base Calcule a distãn 


oposus 5 « ED, 


a de um prisma triangular regular É iguala 6 em é à atesta da bate É Jem, O centro 
ces da base inferior servem como v 
leal da pirâmie com o pl 


eca de uma pirâmide. Seja 
jano da base Caleule tg 


cy cuja base tem a lados, 


da base mede 6 cm € a atesta Ie oposta dista 


= a medida do Angu que uma atesta de um tetraedro regar forma e 


tase ABC, Sendo AV = IUcm, CY = Jem é 


ua 


1829) 


1230 


E 


142) 
E) 


139 


1435) 


Uma pirâmide ter cómo basé à À ABC, retângulo em 
Ce a atesta lateral ÀV é perpendicular so plano da 
tas, Sendo VB = b, VC me e ACV =2, calcio 
sen. onde = ABV. 


Uma pirâmide tem como hase um tridngulo ABC e 
sua aresta lateral EV é perpendicular ao plano da base, 
Sendo CÂV =, CbV = é AVB = 7, determine 
cos, onde o = AÉB, 


Uma pitimide tem coma base um retângulo ABCD, 
O plano da face Lteal NBC é perpendicular ao plano 
da base. Sendo AVB = CVD = 30º « AVD = mr 
alelo 233, onde 2 = CÚ, 


D 
A 


A base e uma pirâmide é a triângulo equilíicro ABC. À face lateral VABC é também um 


iriâegulo equititero, sendo VC = 7 AB, Dado AB = a, culeule a distância entre us arestas 


MevE 
Qual deve ser a aresta de um tetraedro regular cja área total é 36 Tomé? 
Seja a ea da base de um tirar regular Calcule altura desse tesraçdro, em função de A. 


Numa pibrmide hexagonal regular, a área lara! é 72 cm” € a aresta lateral mede 5 em. Caleste 
à aresta da base 


Considere um cubo de aresta igual a 1 em. 
Sejam ABCD e A'BCD' duas faces apos 
tas desse cubo. Podemos obter uma pirã- 
ide lomando o quadrado ABCD como 
use € o ponto A! como vértice, Qual é a 
dra lateral dessa pirâmide? 


Creta 


E 
“ter 


1436) Coosidere um cuba de acesta iguala Lem. 
Sejam ABCD e A'B'C'D" duas faces apos. 
tas desse cubo. Forma-se uma pirâmide to- 

mo base 


1438) À base de uma pirâmide é w 
A aresta VÃ 
ae 


14.39) A base de uma pirdumide é um retângulo ABCD, com 
Vi é perpendicular so plano da base é mede 12em. De 
da pirâmide 


de9cme l3cm A atesta 
ne as áreas das seõesdiago 


aresta da base 3 é a altura 4 de uma pirâmide eegula, 


e) hexagonal 


dy qua €) hexagonal 


byquadrangul 
da base a, sabendo que a áfea lateral é o dobro da área da base, 


14.44] À drca da seção diagonal de uma pirâmide quadrangular regular é igual à área da base, eja 
atesta é a. Calcule à área lateral da pirâmide 


A altura de uma pirâmide hexagonal regular é igual a 8 em e a aresta da base mede 4 Tem. 
Deieemine a área total da pirâmide 


14.46) Determine a área 


ral de uma pirâmide hesagonal regular coja aresta lateral mede 17 cm, 


sabendo que o diâmetro da circunferência inscrita na base é igual a 16 4/Sem. 


pendcuar à aresta lateral não contida nela, Calcule a área lateral desta pirâmide. 


1448) Um cubo 


serio em uma pirâmide qua 


d) um quadrado, 
c) um hexágono regular. 


1451) À base de uma pirâmide é um reângulo de área igual 4 109 cm?, Duas fes laterais são per- 
pendiculaes a plano da base e duas outras formam com el 30 é 6, Calule à área total 
da piânide. 


1452) À base de uma pisâmide é um retângulo cuja diagonal mede m O ângulo entr as diagonais 
É de 60r casaria laterais Tormam também 67º com 9 plano da base. Caleuea ta lateral 
dessa piâmide 


É dado um cubo de atesta a. Forma-s um quadrado com séries nos pontos más das ares. 
tus de uma fase, Calcule a ára total da pirâmide que tem como base esse quadrado « como 
vêsice o cento da face oposta do cubo, 


de pirâmide são peoporeiorais a 3 e 7. Um 

maior segmento ficando da ado da me- 
nor base. Par ese porto candurse um plano paraleio às bases. Em que razão fca div 
à dica late do tronco? 


1456) Em uma piide triangular tegulr, 
Iateral des pirâmide. 


resta da base ea altura são igusis a 4, Calule a deea 


alee 


a de a pie dps op de ad e bd que 
a ir a É da ja de pi da al dp 
rinite 


1453) É dada a at 


a de uma pirâmide hexagonal regular, Determine a aresta da tee, sabendo 
que à área leal É 


a área de, um Iiângulo eqilizero de laco igual à altura dada 


3 


14.59) Em uma pirâmide quadrangular regular de aesta da base a, ea Intel é pala Je. Calcule 
a altura da pirâmide 


1450) Uma pirâmide regular 
Calene a área la 


gulr de aura tem como faces Iserai triângulos retângulos. 
da pirâmide, 


2m oblémce um tronco de altura igual a 9m, Qual és 
as áreas ea base menor e dg base maior desse Iranco? 


mide de base quadrada tem aura de 25 cm. Cala 
ransveral e 


à aresta da base, sabendo que 
2 1$em do! vénice tem área de J6cm?. 
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1452) Os tados das base de um ironco de pirâmide medem 16 cm e 12. Pelo porto 
a cond e bt plano parado bass, Em que razão ca dividida a ása te 


Uma pirimide tem 
ur plano ral 


e área de base B. A que distância do vêntice deve ser conduzido 
para que à área da seção seja b? 


1468) À que distância do vértice deve ser conduzido um piano paralelo à base de uma pirâmide, 
para se obter dois sólidos de mesma área lateral? 


je regula de base quadrada « consrái-e sobre a base um 
bo, oposta à base, cote a pirâmide segundo um quadrado 


de do Sem e ooo d td pia 


1447) Dois pinos paralelos à base de uma pirâmide dividem a superficie ateal em três a 
ren so proporcionais a 3, de 5 (cotadas a parti do vértice. Em que proporção ea. 
dividida por esses planos? 


14.68) Considere uma pirimideeegolar de altura £ em cuja base é um quadrado de Sem de lado, 
Calcule 


ala área da base (8); 
b)a área Ineral (5, 


1470) Determine o volume de um leraedto regular de altura igual a 10m, 


1471) Considere uma pirâmide regular de a 
de lado. Caleute: 


em. cuja base é um triângulo equlátero de 4cm. 


aja área da 


ey à irea total (5): 
dja área lat 


dy o volume (NM). 


como base um 


aresta VE é perpen pe 


é 0 volume (9. 
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1473 Desemie volume de um trato rel cuja base tm área igual a 12 Tem, 
1424) Nua ide Haga regular lua ipa do Ep e SE DES 


aresta da use sabendo que a volume dessa pirâmide é igual à 12 Tem” 


1878) Qual É o volume de um teicaéro regula 


ja ea teta 6 25 Ten? 


1476) Numa pirâmide hexagonal regular a aresta da base mode /Tem. Qual deve era aluçã des” 
sirânide para que a area da be a altura € o volume formem, esa ordem, esa PGS 


1477) Cabelo o volume: 


a pirâmide regula triagu 
ma Eigual a da 


que não é tm tetraedro reg 


resta da base mese a é alta” 


1478) À área total de um tetredro regular é S. Calcule, em função de 5: 


aj à altura do tetradro by volume (V) 

14:79) Considere um prisma regular e uma pirâmide regular, ambos de mesma altura. O prisma fem 
como base um trángulo de lado à € à pirâmide tem como base um quadrado de 
ado a, Qual É a razão entr os volumes do prisma e da piâmide? 


1420) Numa pirâmide regular de base quadra 
ra des piebmide para que a areta da bs 


a ata da base rede Fm. Qual de er aa 
a lua eo volume formem.vena ordem uma PG? 


ve que, num ttraedro regular, sendo P um ponto de áeu interior. en a soma das di. 
tâncas de P ás quatr fáces é igoal à alira da tetraedro 


19483) Calcule o volume de uma pirimide triangular regular, de aresta da base a e aresta lateral Za. 


14.54 Calcule o volume de uma pirâmide quadrangular regular, de aresta da base a e aresta 


14/85) Calcule o volame de uma irámide hexagonal regular, de aresta da base a é aresta lateral Za 


1488) Caco o volume de uma pirâmide triangular regular, de altra b é aresta lateral 24. 


1487) Casulo volume de uma pirâmide hexagonal repular, de altura b e atesta lateral 


1488) Casio volume 


uma pirâmide quadrangular regular, e altura b e aresta lteral 24. 


1449) Calcule o volume de uma pirâmide triangulas 
oees de base a é altura 3a 


ular, cuja face lateral é um tsângul só 


2 


CERCRRRRERRRSAS: 


“ta 


1491) Colcule o volume de uma pirâmide hezagoral regala, cuja face lateral é um tingulo isécetes. 


de base a é altura Ja 


1493) Em uma pirâmide trisngula regular de aresta da base a, a fase lateral forma 39 com o plano 
da base. Calaule o volume da pirâmide 


1493) Em uma picâmide quadrangular regular, de aresta da base a, à fae Itetal forma 45º com o 
plano da base, Calcule 6 volume da pirâmide 


1454) Em uma pirâmide hexagonal eegulae, de atesta da base a, a face 


da base, Calcule o vclume da pirâmide. 


el foema 6 com o plano 


1499) O centro da base supe 


io são 05 vêtces de uma. e os 


e o volume de ua pirâmide quadranguiar regular, sabendo que a seção Siagónal é um 
trdngulo equiláteo de lado 


e 0 volume de uma pirâmide quadrangular rep: 
era de lado a, 


1. sabendo que a 


ride triangular cep 


sabendo que o 
era define uma seção que E um 4 
mid; b) cuja base é a aresta 


minado pe 
a base é o ap 


É cada uma pl 


ão que cosiêm uma disganal da 


isvala $. O plano da seção é inclinado de 60º sobre 
O pláno da baxe Cakeule 9 volume ca pirâmide 


14.106) À face 


de ta plrâmid essa reu fo 6º com plo da be tr rs 
ele o volte da prio 


4407) Calcule o volume de uma pirimide hecagocal regular na qual a seção que cóntês a mé 
Siagonal da base e 0 vérise da pirâmide foema 60º com O plan da base tem área igual 


22/5em. 


14108) O volume de aa piêmide becagona! regule é igual a 45 Tem é a a da seção que coa. 
à diagonal maior és base € 0 véio a pirâmide É 12 em Calle 4 mca doa 
d da piâmide 


4109) A atesta da base de uma pidemide triangular repulas É a é à 


de um vênce da base. 
à face oposa é 


Calcule o volume da pirâmide, 


A base de uma pirâmide é um triagulo retângulo do qual um dos cattos é ae o ângulo adja- 
Cente mede 37 Calçue 0 volume da pirâmide, sabendo que as arestas laterais formam 60% 
com à base 


) A base de uma pirâmide É um tingula isscels de base gua! a 13 cm e 
dresa lateral mede 26 em. Determire o volume da piimide 


jura 18 cm. Cada 


) À base de ua pirâmide É um tilagula rede gula de catetos 24 em é 23 co, Cada aresta la. 
tera forma 67º com o piano &a base. Calcule 0 volume da plrâmide 


) Uma pirâmide téianguar tem cuas faces perpandicuares entres, cada uma delas sesdo um 
triângulo egfiáera de Indo gut 4 12cm, Calcule o volume da pirâmide 


dliculares ao piano a base e as das ou 
volume da pirâmide. 


im tegsedro tem somo be um Irângul 
Interai são todas guris a à 


14117) Sobre uma mestra base de área IW) cm constroem-se tm prisma reto « uma 
modo que o volume prisma é o dobro do da pirâmide Calcule a área da seção que a base 
ssperior do 7 na na pirâmide 


) DE a razão exe o volume de um cubo eo volume de um tetraedso regular cuja aresta é a ds 


Eonal de uma fics do cubo. 


19] Ache volume de uma pirâmide qua 
tar rem 
que ns focos laterais 
com o plano da Sa 
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144120) Uma pirâmide iriangular regular tem aresta lateral ( e as faces ateras formam ângulo de 43º 
som o plano da base. Caleue a áres lateral e o volume da pirâmide, 


| Qual É o volume de ur oxtuedro regulse cuja atesta mede 18em? 


14.123) Qual deve ser a aresta de um Detaedro regular para que 0 seu volume seja 8 /Fom'! 


1.123) Os pontos médios das arestas de um tetraedro regular são vêrices de um oxtaedio replar, 
Desérmine a razão enite o volume do oxtsedro e da teraedro. 


14424) Os centros das faces de um cubo cão vértices de um osaedro regular, Determine a assa b 
do octaedro, tendo a a aresta do cubo, 


4138) Ok bacicenros a aces de um octuedro 
dido cubo, sendo à à aresta do oct 


la são os vértices de meo. Determine a desta 


8428) Um cubo ess intro em um oct re. 
Eular, de modo que seus vêrtses estejam 
“as arestas do cctaedro, como 
mostra. À aresta do et 
-2 UN 


ustação 
ro é a Des 
o cubo, (Note que SABV = 


14,127) Determine a átes da supere de um 


iguala | m. Determine distância entre dois vértices ops 


181291 Sega a a media da dida determinado por uma aresta de um oct segu”. Caleue cosa 


Uma pirâmide tem altura de 18 cm é à ua base ter áca de 18 em. Uta seção transversal 


separa esa pirâmide em dois soldos de mesrmo volume. Qual é 4 árta dessa seção trantteral! 


Ne pirdemide de 3 m de altues, toma-se uma seção transe 


Com sas seções tramavesais se 


se uma pirâmide em 18 sólidos de igual aura, d 


gui um é tamistm uma pirâmide & o outros doi são traneot. Qual é a ratão entre os vol 
mes desses troncos! ' 


Planos paraeles à tape de uma pi 
sroporção o volume da pic 


era a a aura em ts pars Ipas. Em que 
do por estes planos 


Planos pacaeios à base dividera uma 
proporção a altura da 


sólidos de mesmo volume. Em que 
de fica dividida por estes pia 


ce de uma pirâmide de 


à base, de medo a over uma pá 
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14,137) Em um tronco de pirâmide viangularregutar as arestas das buscs ado 5 em e 
era é 4em. Calovie a altra do tranco 


4138) Em um tronco de pirâmide tiangular regular, de atua igual 
de 17 cr de altura, À altura da base menor é 6 em, Ca 
do trono. 


4129) Em tm tronco de pirâmide triangul 


fegular, a arssta late! mede 12em « forma 60º com 


eaatesa 


em, face lateral E um tra. 
os lados das bus é 4 aresta 


o plano a base maior À aresta da bas menor made 3 (em Cale a aresta da be maior 


é a altura do tronco 


14130) Em um tros 


de pirâmide triangular regular, aé arestas das bases medem IS € [2 é 


“a face lateral forem 8 com o plano da base maior. Cale a altura 4 atesta Lateral do tronco, 


HS441) As bases de tr ronco de pirâmide de 6 cm de altura são triingulos né 
ipoteausas medem AU em é cm. O vêrike da pirâmide correspond 


logonais, sobre os planos das bases, nos pontos médias us hipotensas. 
tas literais da tronco, 


13143 Em um tconco de prdm 
eras arestas ds uses 


quado 


ae regular, a atue É gua à metade da aresta 
Caleute a altura do 


tata Em 


a 8 com a aresta da base major, Determine a aura a face Lata 


) Es um tronco de purâmide quadtara 
As arestas das Sases made 20 em e 
dem como a aítues da fase lateral. 


1át48) Ash 
eai 


Iatecais de um tronco e ar São rapégio de buses js a 
a 15em. Cufeve à ár total do tronco, subendo que a pirimide é 


ao triangular by qeadradas “9 hexagonal 


136) Em um 
iSeme 


em. Crie a 


a leal do tranco 


7) Os lados das bases 
Cale a área 


ral do tronco, se a pirâmide E 


a triangular by quasrangu 


Os Lados das bases de um ronco de pirâmide quadrangular 1 
A altura do tronco & 21 e é a área da seão dingonal é 
do tranco. 


njfem. Cutie a ia 


14439) Os lados ds bases de um trono de 


ais focar 6 com o giano da base, do tronco, 


co de pizâmi 


150) Emum quadrangular regular, as arestas ds bases medem 18 cm & 
As arestas laterais formam &5º com o plano da base Calcule a área la 


ngulos isbuceles cujas 


o de pirâmide fetaponal regula, a atra é 13em e os lados dás buses medem 


m tronco de pirâmide regular são iguais a à é 3a. Sus aura é 3a 


a são proporcionais a 1e3. 


) 


ar sda 8 cm é der, As fases le 


guia qe à aresta lateral forma som o plano da Bate maior é a altura do lronso 


1184 
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14151) Em um léonco de 
As arestas atras fo 


ide triangular tegular, as arestas day bases modem IB om e 13cm, 
nam 45º com 9 plano da base. Calcule a área lateral do tronco, L 


Ee 
14167) E vê todo de pirâmide, a Fado en aresta coresposdsias ds quis ts edÊ 
A eção pala que cosém o post mto da aura 8 Iran ão ssa om so | 
no de | jual à 4$ m, Calcule 05 perimetros das bases. 
is e a a e a, fi ui bs de de tp inata dem, Cu o pe 
da Rê pedais à 68 As cs da tas dum nc de pride do 2 E. Cade a ár a ção par 
di Já dem tn que passa plo ponto eéia a ala do tomo 


14.153) À diagocal de um tronco de piâmide quadrangular regula forma 60º cor a diagonal da base 


Estas diagonsis medem 8 em « 5 em, cespectivamente Caleule a área lateral da tronco, 


4.168 À altura de um tronco de pirâmide é iguala he s áreas das bases são 16 € 81, A que disáncia 
“abas maior deve ser tomada uma seção para às bases, de modo que sua área seja iguala 361 
14454) À aresta lateral de um tronco de psâride triangular regular mede 20 em e forma 30º com 
O plano da base. À aresta da base menor mede 12 cm. Calcule a área lateral do trono, 


190 Calcule a altura de im tronco de pirâmide de volume igual a 49 em sabendo que as áreas 
| das bases são Semi « 25em?, 


BT ETR Ce RR E HIT) Uma pirâmide de base quadrada tem 15 m de lr é atesta d base igual a 6 


m Cortandose 
Desa pirâmide uma seção transversal 


ada a $ my da base, obtêmse um tronco, Caleug 


a da base 


| Dentro de um tronco de pá 
a tase málor do tranço e cu 
ala As áreas laterais de 


1173) Calcule o volume de um tronco de pirâmide de 13 


cm de altura sabendo que as úteis ds uses 
são Semé e 2yemi 


tas ds bes medem 
neo é a pirâmide «la Iguais. Delermine a 


As faxes laterais de um tronco de irâçgide 
o trono são quadrados de lados 4em 


lar são tcapézios de altura 13 As bases 


13158) As bases de um tranco de pirã E sã jrnç 


megem 4 JTem é 6 Tem A 


é perpenicalar sos pa 


ngulos retos das bases 
05 das bases mede 4 em, Caleule a área lateal do tronco, 


) Um tronco de pride hexagoral teoiar ie al 
dem im e $m. Determine à volume dese 


ra de Em e as atestas das duas bases me. 


14159) As arestas das bases d 


im ironço de pirâmide quadrangular réguas são a é b. Dei ) Determine o volume um tronco de pirâmid 
a altura para que a área lateral do tropa seja igual à soma das dicas das Bases ' metem 4em e 2em, + altura é Sem. 


angular re 


na qual as urestas das bases 


Em um tronco de 
Jem e Sem, Caley 


e quadrangular regular a altura é Zem, os lados das 
gonal do 


Determine o volume de um tronco de piâmide quadrangular regular, no qual às arestas das 
ia ) bases medem $cm é cm e a altura é Som 


só 


Meter 
a tic 


As atesta das bases de um ronco de uma piriide quadrangular regula sabendo 


Determine a volume de tm ronco de pirâmide hexagonal tegular, no qual as destas das bases 
medem 4em é 2em e a altura é Sem, i 


m, ua aresta lateral é 9 em é a diagonal é 


14162) Em um tronco de uma piriide quad egular, à aresta da base major É Dem e a aresta 
é em. Cakele a altura do ironco, sabendo que a di 
esta lateral 


medem 12cm é Bem e as 
do trono, 


te163y 


Em um tronco de uma pirâmide angular regular, os Jados das bases são 2 e e bem, Couto 


(das bases de um tronco de pirâmte quadramgular reglar mede 
altára do ronco, sabendo que a face laseral Farma 60º com o plano da base maior 


eras formam 45º com o plano da base Caleule a 


| As arts dat ts de em ronco de idade ego! rear mem 6 é dm é as 
169 A a pibide quadrangular reger é Sem e a diagonal do ronco faces later mam 6 com 0 plano da e CORO pa Pam 6 

É Sem Caeul a áe da seção detendo por am pic qe Ca da tono | 

de 41 O aos debe de um oc de piriid velar gula 5a e € dm ess 
fes RES í er formes com O lana u base Coop dem 

eretas mam gd 4 cm po da ao Q 60 > a) ) 

poa o rm ne cm o VAR) Old das toe em go de pie an pão 


mam 3% com o plano da base, Calcule o volum 


6) O trança de ua pirdnid riangalar regar ter bases de 
seção. 


ILI33) Oy lados das bags de um 1 
Juterais formam 69% coa q pl 


regula são 8 em e 4 é é as arestas 
le 0 volume ca trave, 
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no caso de vm tranco de pirâmide quadrangular 


14155) Mesmo probiema ar 


asa de pirâmide heragonal regular 


14186) Mesmo probiema anterior, no caso de um 


lateral 


“ 


14187) Cat e de um tronco de pirâmide 
arestas ds bases 10 cm é 4m, 


mpulae reg 


ronca de pirâmide quadrangular regular de arestas das bes [0 em 


Calcule o volume de ur 


co de itânide hexagonal regular de aresta lateral JT em e 


14189) Cale o volume de um 


arestas das beses I0em é 


ndo 


Sm e he sas dia- 
das bases 


ré l6cm' ea área da 
arma 60" com a plano da 
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Capítulo 


Poliedros convexos 


15.1 — TIPOS DE POLIEDROS 


Pirâmides, prismas, octaedros regulares, troncos de 
limitados por superfícies fechadas, formadas excl 


ro convexo supõe-se que: 


A Boi 


a) Não há duas faces num mesmo plano. 

b) Cada lado de uma face está contido em duas, e somente duas faces, 

€) O plano que contém cada face deixa todas as demais faces num mesmo semi- 
espaço. 


Os tértices das faces são também os véxtices do poliedro e os fados das faces 
do poliedro. Note que cad: do poliedro corresponde 
ico, no qual está contido todo q poliedro. 

segmento com extremidades em 
dois vértices do poliedro e não contido 
em uma face é chamado diagonal do po- 
liedro. 


so 
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EMA a mt o dd A dd Ai dão MA 


“05 policdros são classificados de E AS e 
acordo com o seu número de faces. O 
imo número de faces é quatro e o 
Poliedro com quatro faces chama-se te- 
raedro, Outros nomes segue 
abaixo, 


pentaedro 
heraedro 
octaedro 
decaedro | 
dodecaedro 
icossedro 


15.2 — TEOREMA DE EULER 


Consideremos os sólidos represen- 
tados nas figuras, São todos eles exem- 
plos de poli 


SDIVE DS 


Indiquemos por; V: o número de vértices 
A: o número de arestas 
F: 0 número de faces 


Se cada um desses poledros e calcuemos, para cada um, 0 valor da expressão 
Í V-A4F 
280 


Os resultados estão resúmidos fa tabela abaixo) Bi”. 


poliedro convexo | v | ale 


l 
2 
6 
| 
[= tê:+] 
| 2 
[| 


tetraedro 
prisma pentagonal 1 
pirâmide hexagonal 
octaedro regular 

tronco | 


Como você pode notar, o valor da expressão V — A + F permanece o mes- 

mo para todos os poliedros convexos do exemplo. Na verdade, encontrariamos 

9 mesmo valor para qualquer outro poliedro convexo. À propriedade que cita- 

mos observando é conhecida como teorema de Euler 
Eis O seu enunciado geral. 


Para todo poliedro convexo vale a rel: 


V-A+F=2 


Antes de dar a sua demonstração, exarhinemos um exemplo de aí 


Exercício Resolvido 


151) Um pelietro convexo tem oito fa 
triangulares. Quanta 


Solução, 


BE areas 


Sendo astim, o número de arestas do polidr 


A = 14 (poá como cada aresta é comum a 
duas fa 


ido contada duas vezes) Temos, então: F = 8 


= 


obtemos 


v=8 


15.3 — DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE EULER 


À superficie poliédrica S que limita um poliedro convexo tem V vértices, 
À arestas € F faces, Sendo N = V — A + F. provemos que N = 2, do longo 
da demonstração, vamos eliminar sucessivamente as faces, uma a uma, da super. 
ficie poliêdr 

Vamos, primeiramente, remover 
uma das faces. Na superfície aberta S, 
o número de arestas A, e o número de 
vértices V, não se alteram, enquanto que 
o número de faces decresce em uma uni. 
dade, Assim, 

WA +E=N-I 


Uma atesta de uma superficie po- 
ica é chamada de fronteira se 
contida em uma única face. Um 
de froneira é aquele que pertence a uma 
única face, Uma face também se chama 
Jace de fronteira se contêm uma aresta 
de fronteira, É claro que somente super 
ficiesab . 
Uma face qualquer deve ter no minimo 
que não seja de fronteira, caso 


um poligono plano, 


Consideremos agora dois casos: 


3 Todas as faces de S, são triângulos, 
2º) Ao menos uma das faces de S, tem mais que três lados. 


Demonstração no 1.º caso 

Uma face triangular pode ter uma ou duas arestas de fronteira e no máximo 

tm vértice de fronteira. Assim, vamos remover de S, uma face de fronteira obtem. 

do uma nova superficie 5,. À face removida pode ter Uma aresta de fonteim 
ra. Neste caso, 


VA R=M DA, D+ -D=v,-A 4 F=N-I 


im, à remoção de uma face de fronteira não muda o valor da expressão 
Ya = Ay — Fi- Se contimamos removendo faces de fronteira, uma pór uma, 
chegaremos à Uma só face triangular, para a qual 


V-A+F=l 
Logo, N- | = 


isto é N = 2, como queriamos provar. 


Demonstração no 2.º caso 


Se uma face de S, tem mais que três lados, consideramos nessa face uma 
diagonal, que passa a ser considerada como se fosse uma noca aresta, Esta nova 
aresta divide a face em duas, Com 

recurso, o número de faceseo 


úmero de « 
asestas aumentam em uma unidade cada, CL 


V-A+F=2 V 


15.4 + SOMA DOS ÂNGULOS DAS FACES 


Recordemos, inici 


mente, a seguinte propriedade da Geometria Plana, já 
examinada no exer 


o 642. 


Em um poligonô convexo de n la 
“mos é dada pela expressão 


S=(n— 


os, a soma das medidas dos ângulos in-. 


2) «180º 7 


Assim, por exemplo, 


para o pentigono: 
é assim por diante, 
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Tomemos o sólido apresentado em uma face pen Exeroleta Resolvido 
nal, duas quadrangulares e cinco triangulares. Podemos calcular a sema . 
dus medidas dos ângulos de todas 25 fsces desse poliedro, escrevendo ed 


uma piânvide na qual a toma dos ângulos das fases É 13 radianos? 


S=5,+28, +58, = 540 +2 (360) 45 (180) = 2 160º Siação 


retanto, esta soma pode 


mbêm ser calculada mediante uma fórmula gural, 
que daremos 


A soma das medidas dos ângulos das fsces de um poliedro convexo é dada 
la expressão 


153) Um poicdra convexo de oo faces tem 
o número de arestas € o número de 
—2) 360º 


edro do exemplo aci 


mos V = 8, donde 


S=(8—2).360 = 2160 Iro convexo de 13 arestas, o número de véstices é ipus! ao dobra do número de 
tem exe polo? 


lado que confirma a contagem direta fe 
no se demonstra essa fórm 


anteriormente. Vejamos, aos 


158) Em um poicdto convexo de 30 
ticos EF V = E Quantos 


159) Qual É a soma dos âng 


ces, pode eras numes 
À E dE derado esise a a 15410) Qual É o polos da be de e a qual a soma dos Ângulos das faces é ia a da 
fqta A ee + né, como cada lado está contido em duas faces, esta sama' re- ERR 
sea Quit da sede ua prâvde na qual a soma dos dmgulos ds faces E ips a 8x 
= 4 soma das medidas dos ângulos da face | é igual à 


1542) Qual É o poligono de base de um prisma o qual a toma do ângulos das fes E igual a 20% 1 
dianor? 


das aces é 28x 


de um polsdio convexo de 18 arstas sabendo que a soma dos in 


S=(n,-2)-180º4 (n, — 2) 180º + 
= (mm +. tm, — 28) 180 = 

= (RA 26) 180º = (A — F) 260" 
Mas, pe 


sanos 


(ns = 2) -180º 


ma dos Êngulos das faces de um polidto consexo é Lt, Esse polido só tem faces tar 
res e pemtagonsi. Sendo 20 0 númera de arestas, qual é o número de fases de cada 


ler, temosV - A + F=2,dondeA -F=V-2 1815) À soma dos ângulos das face de um potro conveso é 26x radianos. Esse poledo só tem 
e assim faces quadranguares e henagoais, Sendo 


S=(V= 2:36 


quasro faces tram 


das faces desse 


lares é quatro quadrangulares. Caleue a sta 
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15.5 — POLIEDROS REGULARES 


só pode h 
es com faces triangulares. São eles: 


LOU 


Icosandra regular 


“V 


tetraedro regular octsedro 


r, formado por: 


gular, formado por 


20 faces triangulares 
5 
arestas 


F= 
V=y 
As 


Caso das faces quadradas 


Se as faces de um poliedro são quadradés, então o r 


ce pode 
ER drês quadrados (3 + 90º < 360%), mas nunca a 4 qu 


= SO = 36% 


Assim, sô pod: 
também chamado 


das faces peni 


Se as faces de um pé 
pode pertencer a três po 
TOS" > 360). Assi 


faces pentagonais 


A área total de cada policdro regu- 
é a soma das áreas de todos os pol 

gonos regulares que constituem suas fa- 
ces. Recortando as figuras seguintes, em 
cart ando-as ao longo das 


er um tipo de poliedro regular com faces quadradas: o cubo, 


Ea 


codecaedro regular 


1 esto ou hexaedro regular aii regar 


cadocandro regular 


1 ieosandro regular 


847) Quantos vértices tem um polsdro conveso que tem tr Fes triangulares, unia face quadram 
gula, uma face pentagonal e dum ess hosaganais? 


Prove que, num 
e arestas & pr 


ledra convexo que tem o número de vis igual so de faces, o número 


Existe polsdro ce 
face tem o nús 


esa som número par de faces e número Ima de vistes, sendo que cada 
de lados par igual para todas as faces? 


Um pelico convero tem a faces de fados, faces de m lados é e faces de + lados. Ca 
6 número de vêstces 


Um poliaeo conveto, cujas faces ão qua 
medidas dos dnpuls das faces é 2 80", Quan 


Faces de cada tipo tem o polia? 


1523) A soma das medidas dos npuls das fais de um pin 


gua! an 360. Dê 0 número de 
vês da base da pirêmide ' o é 


2e8 


os das faces de Um tronco de pirâmide é iguala m 2367 /DÊ o 


é número de arestas é de véricas desse polidro 


1526) Qua m um polidro cometa com ts fes triangulares, faco quidramgulares 


e sete pentapona 


1527) Calcule o número de faces de um polsdro consno que tem cin séries, sbendo que de dois 
arestas é que partem quatro arestas de cada um dos demais 


sênices partem 


1524) Um poliedro convexo de 65 vires em n fices sangre e 2a faces pentagorais Cs 
o número de arestas 


1539) A soma das medidas das ângulos das faces de um polisdro convexo é 2527. Qual É o número 
de faces, se há 30 arestas? 


jiedro convexo, cada fe tem um mémero Immpar de lados Diga se 0 nim de faces 
impar 


1530) Num 
é por 


1531) Num polisdro convexo, o número de arestas que parte de cada vértice & impar. Diga se 0 nú 
mero de véstics & par ou fmpar 


1533) De um tetraedro regula, uprimem-se duas faces, DE 0 número de arestas, vétcos e faces da 


1833) Deum o 


bro regular suprimemse tr faces com um vêntice em comum, Dê o número de 
a e foco da superficie abena 


1534) De um deosaséio regular, soprimemese três faces com um vénice em comum. DE o rómero 
de arestas, vêtices e fases da superficie aberta 


1555] De um cubo, supeimer se em comum. DE o número de arestas, vêr. 


1536) De ui dodecacdio regui 
as, vêrices e fc 


suprimemas tês faces cor tr vértice em combra. Dê o número, 
da supere aberta 


das faces É 1090", Determine à altura ca 


Em uma pirâmide regular de dres lateral, a atesca a base é a e a soma das medicas cos da. 
gulos das faces é 1847. Determine o apólema da pirâmide 


 baves são ae 2a é a soma 
ra do tronco, 


as atestas das bases iguna a e a es avestas aterae pais 
rca, sabendo que V + F = 26 


lede a área Late 


e lg 3, onde s É drgulo 
Que a face lateral forma cor o paso da base, sabendo que 2 + F = 24, 


1544) Com base em um mesmo poligono regular de lado 1, constroen.ae uma pirâmide e um plima, 
ambos de al 2.0 mero de faces da pirâmide somado ao número de faces do prisma 
resuita em ie o volume da pirômido 


1545) São dados um prsia é uma pirâmide reglates, cujas bases são polígonos congruantes. O nú. 
mero total de arestas dos doi sido de faces. Se ambos os 
lidos tm acesta a base 2a da pirâmide ea do 

prisma 


15.46) São dados dois policáços regulares de mesmo número de arestas O primeiro tem O nimero 
de arestas iual ao dobro do seu némero de vértices. Caleule a razão ente €5 volumes desjes 
dois sólidos, seas arestas de ambos têm med 


1847) São dados dois paliedros regulares de aresta a. À sor 
primeiro é igual xo dobro da do 


1848) Uma 
1849) Duas tah O total de 
e arestas da primeira & o dobro do da segunda, Colele a razão ese os volumes daé duas ix 
rimides, 


ro vegas, no qua atesta mede 2 em é a soma das 
das faces é igual áquela correspondente a um prisma triangular 


medidas dos ângulos 


15.324 Um prisma replar tem como bace um polígono 
“e contém uma atesta lateral e a ma 
congruentes, cada um dos quais tem q; 
arestas term 0 prima Inicial? 


a número par de lados, 
nal da bs, disideae o 
vices a menos que o p 


m um plano 


je estas é gal ao me. 
do puisma, Caleule q seu volume. 


10 de disgor 
13:34) Dois prismas são tas que o número de fçes do prímeiro é igual o número de diagoais do. 


tendo = núcnero de arestas do segundo é o tobro do mimera de vices do primeito, Quan- 
 fices tem o segundo prisma 


1588) Um prisma segular tem todas as ars 


Ja a a o bro de aresta ia ão número de 
diagonais de faces. Dé a àrea tot á 


dese prisma, 


1556) Um prisma tea o nús 


ro de véties ipa ao nú de di 
mero de diagonais. Quantas aesas tem ese 
prisma? 


20 


1547] O mero de Ciagosais de um prima é igual a quatro vezes a seu número de faces. Quantos 
vênices tem o prisma? 


1558) O número de disgois de ur priema É a dobra da seu nômera de arestas. Caleute a roma das 
“medidas dos Angulos és Faces desse prisma. 


as de um paraleepipedo ret-retânguo, dada a sus soma 


V2) Num prisma quadrangular regular, a voa das medidas das 12 arestas é 7 ea área total é 
Determine as medidas ds arestas e da diagonal 


guto tem diagonal e 13 me área total de 192em'. A seção por 
eetrine as dimensões do 


um plano que Costi duas arestas opostas tem Area de 60 rm. 
pstsilepipeto, 


sabendo que a sum diagonal mede 
Sem e que a soma das medidas de odas as suas 12 arestas é igual à 36 em. 


V3) Csledeas 1 tes de um paralelepípedo reto retângulo, sabendo que estão em PA, 
que a diaponal mede 3 7 cm é que à área total é 1$emê, 


a à € uma dgonal do cubo que não 


o GO ci. O plano da seção diagonal 
lar o plano da bue é a área desta seção 
89200 cmi. À aresta Interal mede 80 cm é forma 6 com o plano da base Calcule a medida 


VB) As lãs dimensões de um parolelepipado relosetângulo estão em PG. A árca total é 28 cm 
ea diagonal mede (ÍA cm. Calcule o vi 


as duas cutas dimensões 


Vetty Se a medi£a da avsta de um cubo é aumentada de k metros, o volume mumenta de TE metros 
cúbicos, Qual é a medida da aresta deste cubo? 


VI) Um cubo ABCD A,B,C,D, 


f resta de em, Us plano que passa pelos pontos médios das 
areas TC, RB e AD 


no cubo uma seção. Calcule 0 perímetro dessa seção. 


VA) Em am pisa tianagiae regula 
por um plano que cofuéra uma 
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VS) Um pesa reto de 
cute o volume do pr 


a da seção oba por um plano que contêm tma are 


VT) No exercicio ant pr um plano que contêm a menor aresta 


da base eo ai 


plano que contêm a maior aresta 


VAI) À base e um prisma reo é um triângulo retângulo de caetos 15 cm e 24 em e a sua aura é 
t6cm. Calcule a área da seção obtida por um plano que 
tice do ângulo reto da outra base, 


V.23) Um putaeleipdo tem como faces osangos de lado à 
seções diagonais 


V23) Catete 


VE) À base de ur prima m é 22 em Um plano que coa. 
ém a base maior da base do prisma e a base menor da outra forma 6 como plano dessa base 
é deleimina uma seção de área 408 em? Caleule a área Interal do prisma. 


Vil) À base de um parallepipedo reto É um parallogramo de lados 2em é 25 em é ângulo de 6 


V26) A basede 
1 Oladolates 


do trapésio mede 20 cr Catele a 


“Os lados da base de um prima triangular eto são propoecon 
prisma mede 10 cm e a área lata É de 248 cr, Culto a árca 


135 € 26 A aresta 
tera 


eral do 


VE2t) Em um prisera angular obiquo, as distâncias entre as arestas laterais são em, Bem e 9 em. 
era mede 10cm Caleule a dec atra) desse prisma 


V.29) A tase de um prisma obiquo é um triângulo egôiátro de lado a. Uma das arestas Iterais mede 
2 e forma 60º com ae aresta da base adjacentes. Calcule a áca lateral do pra, 
VE30) A base de um pesa É um triângulo egjilátero de fado a, Lim dos vitces da 
+ - projeção no een 
cai 


base superior 
a base inferior. A atesta Iteal do prima forma 60º com 9 plano da bass 
je o volume do prisma. ” plano db 


VAI) A bate de um puraleegizedo acto é um losango de lado a À seção que coniêm duas arestas opos. 
tas das base fora 45º car o plano da base é tem área 5 


dm plano que contêm 
rea da seção é 5, Caliule € some do parale 


Um paraeepipedo obliquo tem som base um 
ções diagonais é um pa 
à 3 em, Caltule 0 volume do putaeepipedo. 


9.34, Em um pela ranguar regular, conduzem plano que contém Uma atestada base e 
tisemposta da evtra base, farmando 45º com o plana ds Bae. Senda Sa dres da seção 
o volume do pesa 


VAIS) À rear diagonal de vm pisa ve 
jetal do prisma. Calcule o volume do 


xsgonal puede ( e fosena JU com o plano da fase a- 


V.36) À base de um prisma 
do prisma é igual ao 
cute o volume do p 


VE37) À base de um prisma É um uidngulo ejstárero de lado à é as faces uterais são lesangos com 
dnjulo de 60-. Calaule o volume do prisma 


VE) Dê a aupraseto do volume de um peisma 1 
cujas faces laterais são quadrados 


cuja base é um iniiaguloegjiltero de lado a e 


V.39) Dê a expressão do volume de uma pirimise regular de base quadrada, esjas faces 
ngulos equiineros de lada a 


am 
VAO) Numa pitnide quadrango ares da base 


Colcle a aresta da base 


egos, a luta É e a Snes Late excede de 


gue rela, de a 
o de lado h 2 


Um 


dos ládos da base mede a, a altura da pirâmide 
Indo da base 


erevese um prisma reg 


je base quadrado, com uma buse na based pirâmide. Senda 


a área total do prismas, calehe 0 seu vo 


V.44) Uma pirâmide tem coro tase um 
dem Bem, Catee o v 


ângulo de lados 7 em, E em e 9 em eas arestas 
ime da pirâmide 


VAS) Dé a razão ente o volume de um cubo so volume de um 
gonal de uma face do esto, 


sera regular cuja aresta é a dá 


VA) A diagonal da base de uma pirmide quadrangular fear mede a e a are 


também ; 
mede a. Caleue à área total da pimide b 


Bida 


cslede o volume da pirâmide 


V$8) À base de uma gitmide é um uiânaulo retângulo ABC, de bipotensa BC = 44/3707. À 
aresta lateral VA & perpendicular do plano ds base Senda VB = 17em é VC = 25cm, cat 
cleo 


me da pirâmide, 


V.49) À altura de ua piide é dividida em tô parts gos por planos paralelos à base. Deer 


mine as âreas das seções, se a sea da fase é 900 em, 


VES0) Pelo ponto que dido a altura de uma pirtmid pu vação 23 (contada do vêtise à base) com 
dus um plano puraei à bate À área da seção é 10 em? menor do que área da base Cal 
eule a área da seção 


V1) Em que razão fica dividida a altara de uma pit 
alea à fase, se à área da seção é igual 4 metade 


a parir do vértice, por uma seção par 
ea da bate? 


V.$2) Em que razão fica dividida a aura de uma pitâmide, a parte do vice, por 


seção para 


ela à base, se a área da seção é ipual a 2 da área da base? (m < 0) 


V53) À dra da bas de uma prâmide igual a 234 cr? € a rca de Uma seção paraeia à base é 
Mem. À distância da seção à base é 27 cm. Caleue a altura a pirâmide 


V.$4) a) Tome um ponta qualquer na Interior de um qua 
ponto aos vêtices. Caleule d, em fenção de 
by À bass de uma pirâmide é um quadrado e o pé da aliura É um ponto do interior desse qu 
drado. Sejam x,y é 2 as medidas de tê arestas late. Ceu a medida da quarta aresta 
lateral, 


do Sejama,b ee das 


V.39) O lado da base de uma pirâmide quadrangular regular mede Sem é ae arestas laterais dete- 
minam diedros de 120%, Caleule à área lteral desça pirâmide 


V.36) Coleue a área oil de uma pirâmide trtamgular tegula de aresta da bat a, adendo que a die 
dra determinado pet arena da base mede Gr 


em e Jem. Cad atesta Ita og 
ma 48º com o plano da base Caleue o volume da pirimide. 


9.61) A base de ua pirâmide é um riângdoióscles ABC cujo ângulo do vêrice & À = 49% A ares 


ta lateral VÁ é pecpendiclar e congruente a AB ea ÂC. Sendo VE = VC » (, calle 6 vo- 
lume da pirômide 
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a? 


63) Pelo centro ca base de uma pirâmide tiangular regular, conduz-ae uma seção paraleta à fsce 
geral, Calcule a razão entre os volumes das partes obúdas 


v.63) Um trunco de pitimide tem áreas das bases BK «B (k > 1) catura H, Calcule a altera da 
pitâmide não truncada. 


EI 
é 
as medidas das arestas és bases, sabendo que o volume do 

com altura igual à do tronco 


“V.64) Um tronco de pitâmide tem 


dm é a sas bases são quadrados cujos perimetros 


V.65) Um ttonto de pirâmide tem por base inferior um quadrado de 4m de lado. O volume desse 
tronco é 40º e à sua altura é Sm. Quanto mede o lado da base superior? 


V.67) Em um tronco de pirâmide quadrangular regular, a ár da buse menor é 36 sra? e a área da 
face lateral é 1d cs À face ltetal forma 69º com o plano da base. Calcule a medida da aresta 
da base maior 


regular mede 14em. A face 
medida do lado da base 


V.68) O lado da base mencr de um tronco de pirâmide hezagon, 
tem aura 8 cm e forma 30º com o plano da base 


a do 


V49) As bases de um tronco de pirâmide triangular regular têm lados 29em e $0cm = a 
tronco é 10 em. Uma seção paralela a uma face lateral contêm um vértice da buse menor, Cat 
culta área dessa seção 


9.70) As diagonais de um tronco de pirâmide quadrangular regular são perpendiculares às arestas 
Islas, À medida da aresta lateral é 72 em e a altura do tronço é 56 em. Calcule as medidas 
dos Jados das bass 


VM) As atestas das bases de um tronco de pirâmide quadrangular regular medem 18 em e 12em 
e as faces laterais formam 60º com o plano da base. Calcule a disgoral do troco. 


VI A face 


irámide quadrangulae regula é um trapécio de bases 6em e 


9.73) As bases de um tono de pirâmide vão retângulos delas 30 me 40 em 6 ainda 15 eme 20 em. 
Uma das arestas laterais ode & cm e é perpendicular aos planos das bases. Cleue as medidas 
das três outras arestas. 


V.14) Uma atesta lateral de um tronco de pirâmide triangular regular mede 4 m é forma 60º com o 
plano da base. O gs da circunferência cicunserta à base menor é | m. Caleule o volume do 


V.35) A res das bases de um trono de pirâmide hexagonal regular ão 60 Tem e 40 (Tom? 
e as fes laterais formam és” com o plano da base, Calcule à áres lstecil-do ronco. 


PARTE Vi ! 


Capítulo 16 — Cilindros circulares 
| Capítulo 17 — Cones circulares 
Capítulo 18 — Esfera 


À RS Rd q) o 


Capítulo 


Cilindros circulares 


16.1 — NOÇÃO DE CILINDRO CIRCULAR 


Imaginemos que sobre um plano « esteja 
e raio r. Seja s uma reta que fura o 
perpendicular ao plano 2). Sobre a 
€ por esse ponto cons 


TITriTAT Tete 


Na figur 
de um cilindro 
são os nomes de 


gura 


são os cireufos de centros O e O'e raiá 
é a reta 00, 


E (contidos nos planos « e /). 
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fGeratrizes; são os segmento: 
das circunferências das bases. 
Altura; é 


da por h na figura). . 
ião das geratrizes. 
é a soma das árcas das bases com a área lateral 


18.2-— CLASSIFICAÇÃO DOS CILINDROS — - 


a) Segundo a inclinação do eixo 


é aquele cujas geratrizes são perpendiculares ao plano da base. 


indro oblíquo: é aquele "que não É reto, — 


ro reto Gu de revolução 
b) Segundo a forma da seção meridiana 


cilindro reto 
O qual h = 2r, isto é, cuja in- 
ão com um plano que contém 
9 eixo é um quadrado. À interseção 
de um cilindro qualquer com um 
plano que contém e; 


18.3 — ÁREA LATE 


'RAL E ÁREA TOTAL DO CILINDRO RETO 


"Se à superficie Interal do cilindro reto for deserirala 


num plano, o resultado será um retângulo de altura h é cómpri 
tanto, a área lateral do cilindro reto é dada por: = - 


Ido cilindro reto é obtida somando-se a área lateral com as cas das 


S=2nh 4+2mr 


e, assim, 


vej 
narmos o volume de um cilindro 
cilindro. A área da base é S, = 

ura seja h e cuja base est 
& base do cilindro. * 


13.5) pode ser utilizado: para determi- 
ular. Sejam h a altura e £ 0 raio da base do 
Imaginemos um paralelepipedo reto-retân- 

Sontida no mesmo plano x que contém 


A base do paralelepipedo 
a mesma área S, da base do 


na o cilindro, sec- 

têm mesima área, pois são figuras 

indro € o paralelepipedo têm mes- 
rã ! 


Exercício Resolvido ke 


161) Dado um cilindro teto de altura Sem e reio da base igual a 3em, calede 


2) a área da base (59) 
ba área 


Sm nt =ee3 = rem? 


Sem Dreh = 262305 = rem a 

Sem Sp + 28, = 30r + ta | 
= Strem 

DV=Sh=rrh=2-3 05 = 4Seem Ed 


Se = (ich = 6-5 = 30cm? 


182) Dado um 
ao ni 
dy a dies da base (5, 


153) Umolindio reto tem volume igual a 15 em? ea freada sos base é igala 10x cm?, Determine 


2) 6 raio da base (o) 
d) a altura (hj 


164) Um cilindro seta temat 
lume 


164) Delernine a altura de sm cilindro retó cuja bre Ita é igual ao dobro da área da base, sa: 
bendo que à circunferência da base lem comprimento igual a érem 


185) Vl primeiro clindro tem 
da Bus 2r. Qual é a razãe 


ra 2h ef 


a base 1; um segundo cilindro tem altura he raio 


16410) Sendo Y o volume de um cilindro eqlilátero, calcule em função de V: 


2) 0 maio da base (1); b) a área lateral (54) 


1641) Aumentando de 6em o raio ou a altura de a cilindro telo, num Ou noutro caso, 0 seu vo- 
Jume sumenta de ycm?. Sendo 2em a altura óiginal, cale 0 rajo original 


16 


Sendo A à rea Is 


ero, caule em função de À 


a) o saio da base (n)z by 0 volume (V) 


1613) Um peimeiroclindro reto tem altura À e ralo da base r e um segundo tem aluta H e raio da 
Fase R. Sabendo que os dois cilindros têm áfeas Isteras iguais, determine a razão 
volumes, em função dos raios das bases 


1614) Qua é o volume de ferra utlizado para fabricar um pedaço de tubo cora 10 cm de compe- 
mento é dibmeiro interno de 2m, sendo 0,3em à espessura do feto 
16415) Uma 


tuto, tendo por base um quadrado de fado 
! passando-se é near latas 


2) Qual dese ser o raio da base? 


d) Quat day 


+ embalagens uúliza menos mateial? 
1616) Considere yr itracdro regular de atesta a e Um cilndio eqôlitero de altura x. Determine 


à tatão eotre as iceas totais dos dois sólidos. 


1641) Calcule o volume de um cilindro inerito. 
em um cubo de aresta a, 


indro teto de ralo re o vol 
regolae hexagonal nele incrto. 


18.19) Calcule a razão entr o volume de um é 
o teto de rao re o volume do prisma. 
heragonal regula a ele circunscrito, 


1622) Os diâmetros ÁR e TD das bases do ci 


Sendo ABCum 
a, caleule 3 área 


1623) A seção meridiana de um cilindro é um quadrado de rea S. Caleue a área da base, 


1524) A aliara de um elindro reto é 16 cm eo raio da base é 10 em. Um segmento de 20 em teca uma 
extremidade er cada cireunferêcia das bases. Calcule a distância entre 0 eixo do elicdço é 
a teta suporte deste segmento. 


1825) Um triângulo ABC, com lados AB = 15cm, AC = 1$cm é BC = 13cim, gia em torno 
“de um eixo que passa por Ce é paraleo so lado AB, Caleule a área da seção meridiana do 
superficie elinárica gerata pelo lado ÀB, 


1626) Um cilindro reto com raio da base Eca É cortado por Um plano que contêm duas gates 
A área da seção obtida é igual a 757% da área da seção meriiana, Calcule a distância entre 
o cito do cilindro é o plano da seção 


1627) Dado um reto de alara 30 cm € raio da base 40 cm, conduzse um plano paralelo so 
ixo e à distância de 24 cm dee, Caleule a área ca seção, 


elo ao eixo de um cilindro reto corta em 4uas bases arcos de 120% O pesi 
É cm ea sua área É 235 cmi, Determine o raio da base a altura da ci 


mina uma seção quadrada, Cakule a distância dese plano ao cxo do cilindro, 

1630) Em um ciindco reto toma-se uma seção perpendicular à base, de modo que a crcunfestaia 
a base fica dividida ra razão de | 5. Caleute « ração entre x áreas desta seção da seção 
metidiama 


de um quadrado de lado a. Calsule a área 


16.32) À área da seção meridiaoa de um tá para à Area da base a ragão de 4: 1. Cat 
cule o Angulo entre as diagonais da seção mer 


16,33) Um prima quadrangular segu dra. À diagonal da fase later 
ma tem medida £ e forma (0º com o plana da base Caleule a di 
de Eiindr, 


eis 
1 6a seção meridiana 


1634) Em um cilindro egêilíteroinscreveze uma pirêmide cuja base É um iriâmguto e 
o uma de suas arestas fsterai uma gerarz do oral da seção: 
do cilindto mede 8 /Zem, calcule a área da maior 


1635) Ut culo de aresta a é is 
findra 


indo. Deleemine a área da seção meridiana do ci- 


1834) Uma pirâmide quaerangular regubr é inseita em um cilindro reto de 
ta lateral forma 60º com o plano da base, Calcule o raio da base do 


1637) Um prisea triangular regula é inerito rm 
o centro da base do ih 


ro e o pon 
esse segmento mede 16 em e forma 3º com & 
na do cilindro, 

1638) À diagonal da seção mer 


râmide quadrangular regular inscrita nesse glindr, 


tas 


1639) Um elindio está inscrito em um prisea triangular teto cujas arestas ds frase medem 26 cs” 
28 eme 30 im. Sendo 40 ema altura da prisma, calcule a árca da seção mesidiana do cltndro 


1640) Um lindo et ini e um pica topar et cujas setas da Rae dem 0 em, 


Jó e 42em. Sendo 50 em a medida da diagonal da seção meriiana do cilindro, caleulê 
à área lateral do prisme 


fo em um prism teio de altura 17 cm, cja base É um losango de diago- 
à área da seção meridana do cilindro, 


1642) Um cilindro é inscrito em um prisma hexagonal regular ja altura é 23 em, Caleue à ires 
da base do clindo, sa área lateral do prisma é igual a 276 Jem, 


1443) Um segmento tangencã a superficie lateral de um elindro veto de altuça 25 em rod base 
12em. As extremidades do segmento estão siiadas nos planos das Bates e mas distâncias 
ao eixo do clindto são 20em e 1$cm Cakeue 0 comprimento desse segmento. 


1644 Um elndo é iria em um prima quadangla el de lua 2a é agora d se 
Ja. Calcule à diagonal da seção meridiasa do cilindro 


16.65) Em um e 


ro inscrito em um prsga triangular regular de aresta da Base a e altura 3a, is 
erevese um prisma quadrangular regular 


cul a Área Iteal deste prisma 


1846) Um retângulo de áxa 5, pirindo em torno de um de eus fados, gera um eilindio crcar teto 
Cale a áxea da face lateral de um prisma triangular regular cicunser 


a ese tinta, 


1647) Um elindro está inscrito em um prisea seto cuja base é um trapéci jsceés de bases Em 
e 18 cm. Nese cilindro inse 
prisma, sendo cm a sua altura 


1848) Uma pirâmide quadrangular regular é isca em um d 
dade de uma gerar que passa por um 
Caleute a aresta da base e à aresta 


ra 10em, A entremi- 


1655) Cabaule a área lateral de um cilindro eqj 


16.50) Calcule a altura de um cilindro eq 


t681) Calsule a razão. 


te à área fatral e à área da bate de um clindio egiíitero. 


14.52 Calkule a área Inerat-de um cilindro veto, sendo S a área da sua seção meridia, 


tás 


Se um ciindro reto cuja diagonal da seção mediana tem medida é « 
forma 6" com 9 plano da base 


1834) 4 área Iteral'de um clindro reto é igual à 


tea de um elreto 
do cilindro. Calele 8 razão catre à alsra 


é raio da base do 


tro é ua gear 


185) A sa lateral de um cilindro tei é igual à tres do circulo crcunsrit à seção meridia. Cá 
Sul a razão catre a altura do elindro é o raio da bu 


1656) Caleule a razão eoti às reas laterais de um ci 


intro eqtltero e de uma pirâmide quadra. 
pular regular incrta nele, 
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1657) 


eule a dee Isteral de uma pirâmide triangulao regular inscrita em um 


to eqiicro 


de 


1658) Inscevese um trago regular em um elindio reto Calcule a área sera do linéro, sea. 
do a a aresta do tetraedro, 


16.39) À atesta de um cu É igual ao ao a base de um lindo sto e res Ita do co é ju 
à área lateral do clindro, Determine a altura do cilindro 


16.60) Caleut a razão entre as áveas laterais dos ilindros circunsc 
golae reguar. 


1641) Calcule à área total de um cilindro cuj 
cubo de aresta a e cuja alura é ig 


o diâmetro desse cuto. 


ro equilálero. Caleule a razão entre 


8.63) Calcule a caio tire a área total de um cubo e a área laters] do cilindro inscrito net. 


16,64) Um retângulo de lados a e b gira em torno do lado de medida a e depois em torno da lado de 


medida b, Calcule a razão entre as áreas laterais dos cilindros obtidos. 


1665) Na questão anterior, dé a razão entre as áreas totais dos dois cilindros, 


1646) Um plano paraleio ao eixo de um eilndro reto determina n 
de 130% Se a área da seção ÉS, calcule a área 


nferêaia da base um arco 


deral do 


1667) Uia prisma quad 
a dsea lateral do cilindro, 


o em um cilindro term face lateral de área 5, Caleute 


1658) O desenvolvimento da supest 
de form 


1 de um cilindro é 
com à tase do retângulo, Calcule a área 


1669) Detesnine a altura de ums o cuja a total É igual à de um cuba de atesta a 
Um cilindro teto de altata [Sem e ralo da base 10 cm É cortado por um plano paralelo so 
Seu cixo, que determina na circunferência da fase um ato de 120º Caleule a área da maior 
PSrção da superfsie lateral do cilindro, separada por csse plan, 


1621) No problema anterior, eseule a área da: maior porção da base do ciladro, 
16:73) À área total de um cilindro equiitero É ipa a 15 m?. Caliule à área da sus seção meridiana. 


16:73) Calcule a drea total de um cilindro teto se à rea da base É igual a 490 cm? ca área da seção 
meridiana é 409 em, 


16,74) À seção meridiuna de um 
total desse ei 


indo re 


tem área 309 em? e diagonal de 25 em Calcule a área 


1673) O ita AB da base sgerio de um ld eo é otgoral a ita E da be 
fere, Sendo AC = Dem e abendo quê a distância Go segneto A xo cio de cito 
E 4, cade à ea oa do Sinto : 


“ereranandinannarerere 


GRITOS 


mes js 


DSSSESELLLSESD5555))))))DDADDLIDII]I 


ra do sgundo o rajo 
da base do segundo é o triplo do ro da base do primeiro. Calcule a razSo entre seus volumes 


184) Um elindeo tem talo re aura 3, enquanto que um segundo cilindro ter rijo 3 é altura 1 
Caleule a razão entre seus volumes, 


169) O cio da base de um clndeo veto é 10 cm e a área da seção paralela ao eixo, que dista Gem 
do ixo, é 80 cm?. Calcule o volume do cilindro, 


1630) À seção metidiana de um cilindro é um quadrado de área S. Caleste o volume do cilindro 


16 


Um triângulo ABC, com lados AB u 7cm, BC = Bem e AC = em, 
no que pausa por À e é paralelo ao lada BÊ. (3 
à superficie gerada pelo lado BC. 


ra em tormo de um 
le o volume do cilindro correspondente 


1682) Ok diâmetros AB « TD das bases de um cilindro selo são ortogonais Sendo Gem o raio da 
base do cilindro é AC = Hm, caleule o volame do cilindro 


Em am elnéio rela de volume 980 em! condarse um plana pu 


ao cito, à distino 
deTeméeste, 


da seção obtida é a ieade da ra da seção meridiana da clindeo Cs 


ala 6 em. Um plano paralçio do eixo é distánte 3 cm dele dá 
o uma seção quadrada, Cabide 4 


 1Oma-se uma seção perpendicular à buse, de modo 
da base fica divida na tdeão |: 5, Se a área da seção é GD emica 
estalo volume, É 


um quadrado de lado 2. Caleule 


1889) Caleute à área total de vim 6 
1690) Cabeue a 4 


era de volume igual 


rca da seção meridiana de um cilindro equiáicro de 


ne V 


1631) Um slindio equiiteo é abido fundo 


ra do cilindro? id Penta ii 


16.92) Um cubo é oblido fendindo-se us 


m lindo de chumba de al 
Qual é a diaponal do cubo? 


à Tem e ei da bis Ja 


1693) Um prisma triangulur regular é inscrito em um cilindro e um cilindro É inscrit ; 
Calee à razão este os volumes desses elimdeoo E 


94) Mesmo problema amerior. no eato de um prisma quadringutar tepula, 


1695) Mesmo problema anterior, no caso de um 


ja hetagora! regular, 


1596) Um cilindro teto tem volume V. Culue ovolume de um prisma quadrangular 16 


16.98) Calcule o volume de ura prisma triangular regular, inserito em um cilindro de volume V. 


1698) Um prisma quadrangular regular é inscrito em um cilindro. À diagonal da face tea! do pri 
ma mede ( e fama 60º com o plano da base. Calle o volume do ciindra, 


16.100) Em um cilindro equilstero inscreve-se um 
send uma de ass arósias 
pirâmide é 15 /Tem, ca 


ângulo eg 
eras perpendicular o plano Gu bate. Se a área da face mai 
jume do cilindro, 


teto) 


subo de aresta a é inscrito em um dlindra. Caleuie o volume do cilindio. 


) Uma pirâmide triangular regular é incerta em um cilindro sé 
teral forma JW com o plano da buss, Cakule o 


de altura Sem. A aresta a 
ime da cilindro, 


Um prisma quadianga 


regular É inscrito em um cilindra. O segmento que tem por ext 
midases o centro de uma base do úlindro é O ponto mádio de uma aresta Isteral do prisma 
le 2em é forma 64º com a aresta Istera, Caleule 0 volume do cilindro, 


6,104) O volume de um ciindro eqóilitero é V Ca 
dramgutar regular inse 


le a medida da atesta tera da pirâmide qua- 


sabendo que é mumericamente igual à da 


de um cilindro egjistero, 5 


me de um vilindra de lua igual a 9 e, inscrito em um peisma triangulas teto 
da base medem Sem, 6cm e Tem 


N6.N08) O ro ds Be de um 
forma 6 com a 


indto reto 


mento da supestcie lateral 


1» 


9) Um me 2 JT et est em vm prison reto cuja ts é um lg 
de udos Per. Sem é 90m Cato o 


HS.0) Um elineio é inscrito em um prisma reto de altura , cuja base É um losango de as 
gulo agudo de 667, Calcule o volume do cilindeo 


1) Um cilindro é inserito em um prisma hetagana) regula cujas arestas são todas iguais a a, DÊ 
o volume do cilindro, 


2) Um prisia triangular regular teem a diagonal da face lateral medindo 4 em e formando 60º 
com o plano da base. Calcule o volume do cilindro inse 
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cito em um prisma quadrangular regula, inserese 


Capítulo “* 


17.1 — NOÇÃO DE CONE CIRCULAR 


Imaginemos que sobre um plaio 2 esteja situado um cireulo de centro O 
e raio r. Seja V um ponto situado fora do plano 2 
ev 


o ponto V, Uni 
jome de cone ci 


Vértice: É 6 ponto V. 


Base: é b circulo de centro O e raio r, 


17.4 — VOLUME DE UM CONE 


é à terça parte do produto da 


ses, 


tura, temos V =— 


Este fato pode ser reconhecido através do principio de Caval 
13.5). Suponhamos que uma pirá se quad 
o mesmo plano « da base do cone e que sua aliura 
'maginemos que a base da pirâmide tenha áre: 
isto, basta tomar o lado é do quadrado 
Um plano paralelo O cone segundo um circulo de raio r 
tercepta tam! râmide segundo um quadrado de lado É”, Para se con 
que à pirâmide e o cone têm mesmo volume, basta mostrar que as 
assim oblidas têm mesma área 


veja o item 
base contida 


mesma altura h do cone. 
al à da base do cone. Para 


que nr? = 0 é, € 


duas seções. 
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Conforme vimos no item 149, para a pirâmide temos 


Saida] 


Para 0 cone, como A VOC! = A VOC, temos 


Dai resulta que S, = S,. Fica, 
riormente que dá o volume do cone circul 


lero, temse p= re 
a da bue ÉS, =at? 


S-ug=n 


donde a área total resulta 


S-S+S = 4 


Finalmente, o volume é dado por 
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172) Nara cone teto, a seção meridiana (st é, a seção delecminada por um plano que contém a 
b io do cone) é Um Wiângulo cuja ra é igual à área da base do cone. Se o raia da base mede 
Vem, de etal é 0 volume do cone. 


Setuão 


A dica da seção meridiana é ada por 

fm 

LD eh Temos então th = m 
É " 


homem, 


donde 


Como gi=h printer rio 


temos g = VSEE T = Va + | em 


Assim, à área lateral É 


S eng = 2 E FTemt 


e o volume é igual 3 


1 1 
She dei 
Ea 


to É desen 


ida em um plano (dksemrolado) esta um 
de o volume da cone 


o que Indica que cone obtido E epi. 
o volume lemos: 


ura éh = 1/3 = 2 Tem Assim, para 


a 


cp 


1 
h=pmayayã= 


Exercícios Propostas 


174) Considere um cone reto de 


aj a pet (9) 


125 A gerais de um cone de revolução mede É cm e a área da base é Sem? Caleue 
s, 


epa área to 
e) 0 volume (V) 


a) 0 raio da base (8 
dy a altura 
ela área later 


176) Considere um cone cuja geraria mede 7 em. Sabendo que a altura desse cone É igual ao did 


metro da base, caule 


1) o raio da base (9) aja área ta 


177) Determine o volume de um cone equilitero 


174) Num cone teto, a altura É igual o triplo do raio da base. Determine a perati, sabendo que 


a volume desse core é igual à lorem 


o cuja gate mede 12em” 


2.9) Qual é a área total de um cone ey 


me desse cone. 


o cuja se tem área 


e mede $ em Calkule o raio da base 


EMemtea se 


o para que O seu volume seja 8x em'? 


a desta cone para que 


fase o ciresla jscrto numa das faces do 
cone e toma vértice o cemiro da face 
stal desse cone? 


os dois cones. Determi- 
ne 0 volume da porte do sólido que per 
maneceu onde estava 


cone hs 


Consideremos um cone circular de vértice V e alt 
sirculo de centro O, e raio r, (cont 1), Imaginemos que um plano f, paralelo 
go plano a da base, corte o cone à distância h; do vértice, sendo h, < h,. À 
interseção do plano f com a cone, ou seja, à seção transrersal assim obuida é 
um circulo de centro O, e raio r,, Note que o plano f separa o cone em dois 
sólidos, um dos quais é também um cone de vértice Y e altura h, (cone 2), O 
outro é um sólido chamado tronco de cone . 

As bases dos dois cones sto às bases do tronco é a diferença H = h, = h 
é a oltura do tronco 


a h,. cuja base é um 


mB 


17.6 — CONES SEMELHANTES 


Os cones le 2 do 


em anterior são semelhantes, isto é, os segmentos corres- 
pondentes desses dois só 


onde k é a razão de sem 


Para cones semelhantes valem também as duas propriedades seguintes. 


| 12) As áreas de superfcies correspondentes estão entre si na razão k?. 
2º) Os volumes dos dois sólidos, ou de partes correspondentes, então entre 
a razão k?, 


Assim, por exemplo, para as áreas das bases, temos 


é para os volum 


As duas afirmações acima são de fácil constatação. 


17.7 — VOLUME DO TRONCO DE CONE 


* Exercicios Resolvidos 


17419) Mostre que o volume do tronco de cone é 


Solução 
Devemos lembrar que 


M-ho= Hd, =h 


Escriseros, então, 


-Miete = 


BSSSSSSLLLLIDDD55))3DITIGS LIT TT] 


do vêsice do cone. (Nose 


altura sabendo que as áreas das bases 
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728) Calede a altura de um tronco de cone de 2 em? de volume sabendo que os ros das bases 
são 2em e Sem, 


1229) Um cone é separado, por meia de duas seções transversais em Ls sais, de mesmo « 
Sendo um deles um cone e os outros djs, troncos de cone, De 
áreas lateruis dos dois troncos, . 


1230) Com tóma seção transvesasepara-se um cone eq 
Calçule a área densa seção transversal sabendo que o a 


o em dois 
io da bate do 


idos de igual we 
Gado é I0cm 


17.8 — SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 


+; Consideremos uma reta e (que chamaremos eixo de ro 
AB, coplanar com a reta e e contido em um dos semiplanos 
teta. Imaginemos que o segmento “gira” em tosno da 
superficie. Com uma linguagem mais precisa, im 
segmento ÀB determina uma circunferência que passa por 
& pé da perpendicular conduzida desse ponto ao eixo, A 
Sireunferências forma uma superficie, chamada «up 
mento ÀB está inclinado em relação «o eixo, sem conti 
lateral de um tronco de cone, Se ÀB é paralelo ao cixo 
Interal de indro reto. Se ÀB tem uma extremidade 


“ral de um cone reto (estamos supondo que 
lar ao eixo, 


tação) e um segmento 
que têm origem nessa 
O e, produzindo uma 
' que cada ponto do 
ele e tem como ci 


Seja € 0 comprimento do segmento AB e indiquemos por r, e r, às di 


de suas extremidades ao eixo, Já 


5, no exercício resolvido 17.21, que 


da superficie de revolução pode ser dada por 


Sent, + ro 


Consideremos o ponto médio M do segmento ÀB. A mediatriz de AB en 
contra o eixo no ponto P. Indiquemos MP — a. É possivel provar que a área 


da superficie de rev 


5=2ah 


Basta notar, na figura ao lado, que 
AABC — A PMQ, donde 

AB BC 

PM MQ 


n+ 
Lembrando que MQ = 


donde 


e, assim, S = 2rah. 


te resullado pode ser peneraliza. 
do, Consideremos uma sequência de seg- 
formando 


Seja e um eixo de rotação que passa por 
O e não corta à poligon 
afigura, A área da superficie de revolução 
gerada pela rotação do segmento AB é 
iguala S, =2mah, - Analogamente, para 
os demais segmentos da poligonal 

mos S, = 2rab,, S, = 2rahs, 


Assim, a área total resulta 
s 


o pode ser dada também pela expressão 


+5,+8,+ e =2ma(h, + ho th, +.) = 2rah 
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ee or A IE 


SSBSGLLLLLLDS)D)D)3) SITUADA 


A área da superficie de revolução gerada pela rota 
regular em torno de um cixo de seu plano, passando pela centro de vio 
cunferência inscrita, é igual ao produto do comprimento da circunferá 

inscrita pela projeção da poligonal sobre o eixo: ESA 


ção de uma poligonal 


S=2rah 


17.9 — SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


Se 9 triângulo ABO gira em torno 
de um eixo que contém o lado ÃO, 
obtém-se um sólido que se chama 


Vamos mostrar que o vu) 
desse sólito é 


ura OH pel y 
secada pelo lada A e 
Para isso, notemos que o sólido de re. á Á 
volução é u união de dois cones retos 
gerados pela rotação dos triângulos ABP” 
s triângulos ABP 
é BPO. Assim, o seu volume é o 
Y 
V=amercaps Lug bo = Logos 
5 E = BPJIAP + PO) = 


1 
+ BP. AO 
Mas (BP) » (AO) = (AB) - (0H), pois 


PERA Mp ambos os produtos dão o dobro da área 


al do cone gerado pela rotação 


ção gerada pela rotação do 
escrevemos 


1 
= 7 Su 0H 
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Na situação ilustrada ao lado, o vo- 
lume do sólido obtido é a diferença entre 
os volumes dos dois cones: 


V=5uBPj' «AP = a(BP)' «PO — 


Pj* - AO 


mas, como se vê, a conclusão final é 
igualmente válida. 


Seja, agora, um triângulo que gi 
em torno do eixo e de seu plano, mas ten- 
do apenas um vértice pertencente ao eixo, 
como na figura ao lado. Neste caso, pro- 
longando ÀB até encontrar o eixo no 
ponto C, podemos exprimir o volu 
procurado como a diferença entre os vo- 
lumes dos sólidos gerados pelos tr 
los CBO e CÃO: 


ju «OH — LS, «OH = 
E 


= L(Sy — Sw) +0H = 
3 Sa Sea) +OH 


» “OH 


resultado idêntico ao anterior, 


o eim que seu prolon- 
gamento não encontraria este eixo, o vo- 
lume pedido pode ser calculado como 
sendo o volume do cilindro gerado pelo 
retângulo ABPQ (veja a figura), menos 
os volumes dos cones gerados pelos triân- 
gulos OAQ e OBP. Teriamos 


a25 


V = (OH .AB— + ntomp -0P— 


= (0H) AB — atoHp or +00) - 
=20H):-AB — LOM AB = 


+ foHy:Am 


Mas 2r(OH)(AB) é a área da super 


ie gerada por AB, assim temos também 
Say OH 


Impõe-se uma concl 


O volume do sólido gerado pela rotação de um 
ixo do seu plano, que contém um de seus v 
Sontido em um só semiplano, é igual à terça parte 
Tada pelo Isdo oposto a esse vértice, pe 


O resultado acima pod 
zado. Consideremos 
regular (veja a figura 


lado), cireuns- 

de raio a e 
centro O, Seja e um eixo coplanar com 
9 Setor, passando O, mas sem cortar o 
O volume do 


ça parte do produto do 
ema a pela área da superficie gerada 
Pela poligonal do setor. Basta notar que 
9 2 0AB gera um sólido de volume 


Vi= Í as +8,0.4 OBC pera um sóli. 


do de volume v, =S Sera e assim 


POr diante, Logo, o volume total é 


| 


=W AV AV, to 


1 
cards 
Sara d 


volume de um cone 
é o volume da pi 
de regular ce base quadrada insert 


o volume do cone, em função de Y 


ê 


3 + Sac + Seo +.) ca = 


nas) A aco nr a rea da be de um ce rt ár da ss são meriiara é « /3 Dê o 
ângulo formado pela perati com 0 plano da bao 


258) Cadela raão ente a área da ese c a cad eção crian de um coe ee. 
1737) Duas geratrives de um cone reto são pespendicalres 


ia da base uma corda de medida igual aa dobro da 
Beratriz forma com o plano da base 


tua do cone, Caleue 0 ângulo que 


1738) No problema anterior, sendo € o comprimento da gente, 


Salene a área da seção meridia. 
na do cone, 


1739) O tngulo do virtce da seção me 


con é consiruldo com mesmo vêr 
Se 0 novo cone tem 


ra 4 em é geral de ID 
ra Caleule a área da seção. 


Condua-se um plano pelo vértice, forma 


741) O tao da base de um cone reto É 1. O fngalo do 


fee da seção meridiana é 120", Caleue 
2 área ca seção que contêm duas gerares perpo 


lares entre 5 


88) À atra de um cone reto é 6 m Calcule área da seção 6 ida por um plano que contém o 
véstic, forma 30º com o plano da basee da a cicunferência da base um arco de 1a 


1743) Pelo vêtica de um cone teto de luta b conduzas um Plano que forma 60º com o plano dy 
bs é cota na cireanrência da base um Angulo de 
Ea área da seção? 


Qual é a rato entre a área da base 


HAS A aluca de um cone 


feto € 36 cm e o diâmetro da base é 
m área 6remê, by 


s Jem. Uma seção paruleia à base 


a desta sóção ao plano da Basa 


746) A altura de um cone re 
se à distância de Gem da 


pa la tesão paralelo à base, de área igual a 6 e, 
base. Qual é o raio cs base do cone? 


VIA7) Em um cone de a 


" a À E inscrita uma pifnide 


“M Com O plano da base um 


[o 


e Cape É em um cn Seja 0d do de do ne, 
do cone Calcule tga. ido 


ro, Calcule a geratiz do cone. 


ESA 
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0) Em um cone cera, inscreve um cidro egiltro de mod que ambos tata mes 
o lho. Call a área da seção meridana do cone, sabendo que a do clisgro Eu 


Est pm quadrangular regula E isso em um cone ago. A rea da base É a e à 
tura do prisma É o dobro dessa medida. Calcule à área da seção meridia Goo 


o, fabendo que um cilindro reto cor a mesma base do 
etade da geratri do come tem área afeal igual à & 


igu 


1:33) Em um cone reo 6 rei da base É re a árca atra É 0 dobra da ca da base Caletea pe. 
atriz do cone 


17.54) Caleute a 


tura de um cone eglilxcro cja área Isteral é 5, 


1:39) À dead base de Um cone teto É Sxemê ea sua alta É 4, Calule 


(84 Um core « um clindro retos ts mesma bas, mega ala e mera ás ft, Caldo 
& ângulo do vinice da seção meridiaça do cone 


17.57) Um cone ególiteo e um cilindro eg 
suas áreas totais? 


era. Qual é a razão entre as 


1138) Um come um clndo estos (Em meras bs, atra é ta Iatea Qual Eb ângulo quea pe 
triz do cone forma com 0 plano da taser 


Se tm cone reto, subendo que a sus seção meridiana é um 


igulo re 
ângulo de perimetro igual a P. 


atm tm cogu etngulo gta em tono da potes, Caede a ás da supe do sótido 
gerado, se on catetos são IUcm é 2em, 


fl Pe vênia de um cone eo conduz um paso que forma "com plano da base ecoa, 
Cn o od bs, mac de 6 Cabul área lateral do emp, lendo are 
tância desse plano no centro da base é Igual a» 


ui raio da base do cone, 


269) Um come et em ra de bas 1 é gerti g. Qual É o ângulo do str cruas obtido desen. 
volveado- a superfeie lateral dese cones 


a área total desse cone 


24) Uma supe coca é obida a par de bm sema. Qual o Engl da vénia se 
são meridiana dessa superficie cônica 
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7.68) À dica lateral de um cone reto É 20 em e a sta superficie lateral provêm de um selo circular 
de TX, Determine a área lotal do core 


jo 8 cm. À altura & 6 cm e gerar foema 45º com 


o plano da base. Calcule a área Isteral do tronco 


A dra Iteral de um tronco de cone é [28% cm e x peratrz made Sem, 
bases, sabendo que são proporcionais à 2 e 5 


leu es ros das 


47:73) A geraria de um tronco de cone mede É e forma 6º com plano é bas, O raio da base maior 
é três vezes o da menor. Caleule a área total do tronco, 


1:33) A geraria de um tronco de cone mede £, fora 60º com o plano da base e é perpendicular 
à diagonal a seção metidiara do tronco. Cal 


de a área Iate do tronco. 


19:74 à gerteie de um tranco de come forma 6 com O plano da base e É perpendicular à diagonal 
da seção meidiana do tronco, Sendo R o raio da base maior, caee a área total do geo 


17:35) Um tronco de cone teto lem altura 16 em e raios das bases 8 em e 20 
base de um elindro reto que lem a mesma a 


Colete o rio da 
a mesma da toal do tronco de con. 


1776) Um tronco de cone teto tem altura 20 em 
de um cone eq 


os das bases 15 em é 3) cm. Cale a perto 
é igual à área fateral do tronco dado, 


17:77) Um tronço de cone tem áreas das bases Iguais a 109% cm! e If cm e 
diana igual à 208 em, Cabeule à área laleal do tranco, 


17:78) Um tronco de cone tem área lateral 90x e? e o raio da base menor É 4 em, Saber 


ão da base malor É igual som a metade 
o raio da base maior 


de come tem geratrz £ € 4 sua seção mediana é um trpédio circunserdvel a uma 
sicunferência. Calcule a área lateral do tronco, 


1780) Uma seção de um tronco de cone 
com ingulo de fr e corta par 
acute à área lateral da 


o por um plano que contém dus 


VT) Ox ralos das bases de 
dia geométrica cotre 


Come teto são [2 e Gem ea ca da base maior é mé. 
ral q da base menor. Cakeule a área da seção meridiano 


1782) A altura de um cone é ipual a H 20 bau ente a geraria e o plano da base é 45% Calcule 


à dica da seção que contêm duas peratrizes que formam entre si 29% 


1743) Em um troco de cone e aos das bes Re (R > 11 
forma 48º com o plano da bas à corta arcos 
dia desta seção, 


uma seção por um plano que 
45º nas circunferências das bases, Calcule à 
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17,84) À altura de um core circular reto é igual 
do pio rd base Pe vértice do cone coa 
duase um plano que determina na c 
fesincia da base um arco de 60" Cs 
à área da seção, 


RES 


ual ao rio + da bas, Pelo vértice do cone condue-se um 
da base um arco de 9. Calcule a isea da seção. 


1785) A altura de um cone circular veto 


plano que determina na cirsunfe 


1286) À alça de um cone É 20cm e o rio da bue é 25cm. Calcule a área da seção do cone por 
um plano que contêm o vértice e cuja distância 40 centra da base é 12cm. 


747) As bases de um troneo de cone têm áreas 1 mé « 49 mi. À área de uma seção paraleia é igual 
d ssa média artâmétca. Se a altura do tronco é H, quais são as alturas dos dois trono deter 
minados por essa seção? 


o de 6 com o plano da base, Cortando-se o 
jo à base, distante d dessa base, obtêmae um tranco de cone cja 
a! é igual à área da base do cone, Determine 4, 


1790) As taes de ui 
do tranco big 


so de cone de bases paralelas têm ros 1, € 1, (<A área lateral 
á soma das áreas das bases. Sabendo que r, = 10 me que a geratrie do tron 
o forma ângulo de 60º com o plano da base maior, caleule o raio da base maior, 


E791) Um cone circula teto, cuja altura É igual ao rui ds base, e 
ease triamglar À dr 
sabendo que a área 


escrito cm uma pirâmide de 
total da pirâmide É o dobro da do cone Cá 


1794) Em um cone rela de área 
Jume do core, 


5, a distância do centro da base à peratriz é 4 Calevle o vo. 
17.95) Em um cose reto à área da seção meriiasa é 8 o comprimento da circunferência da base 
É £. Caleule o volume do cone 


17) Um cone teto tem geratrz g e O cormprimento da circunferência da base É £. Calcule 0 volo- 
me do core à 


1.97) Um cone tem área da base igual a 16x cm! é área | 


20xem?. Caleute o seu volume, 


ss 


SDSSSSSLLLTIIIADDAIII 


1998) Um cone ter área da base igual a 9 cm? é área total 2e em?. Calcule 0 seu volume. 


1799) À dra da seção meridiana de um cone reto É 130 em? € à gerar mede 17 em, Cal 
lume do con. 


17409) Em um coce teto, a áre 
tura € 0 ralo da base, 


is. Dê a reação entr a 


Em um cone teo, a área total € O volume são numericamente iguais, Dê a reação 
tura e 0 raio da base 


[7.02 Em um cone reo, a área da base « q volume são numca 


mente pus. Dê a seução entre 
a aura é o raio da base 


17.103) O volume de rm cone é 2 


mº e 0 raio da base É 4 m, Caltue o ângulo central do de. 


senvolvimento da superfci lateral do cone 


17404 Urm cone € outro É circunseito a uma pirâmide triangular segu 
entre 05 volumes desses cones 


Calcule a razão 


VR 105) Em uma piicvide hexagonal regular, a ares 
da base É bem, Calcule os volumes dos cones 


al é 0 dobro da aresta da base. O apójema 
inseto e circunserio à pirâmide 


im cane eqllitero, de modo que uma de suas aces está contida no 


o qua vcs de Face aponta pre 4 neo pn dO 
cone, Calcule a razão dos volumes do cone e do cubo. ie 


A base de uma pirrvide é um triângulo retângulo, As fces late 
mam com a base ângulos de 39" bs 
ermine o volume do cone, se a 


que contêm os caes or 
Um cone circular reo está cireunssrito à pirâmide Do. 
ra da piebemide é h. 


HOM Um cone reto é inseto em um cubo, Colette à razão ente os seus volumes 


17409) Um cone eqãt 


a é inscrito em um prisma quadrangular regular. Cal 


cul à razão ente os] 


Um cone eqiiltero é inscrito em um prisma hexa 
volumes, 


o da base men. O raio da base maos é 
e forma 45º com o plano da base. Calcule 9 


ime do trono, 


ios das bases de um tranco de cone 
cule à aliua e à geratriz do tronco, 


'9 sto Jem é 1Dem e o volume É 1 12x em Ca 


MMS) A alta de um tronco de cone é 4 m, 


cc taiode uma das 
do tronco, cujo volume é 228r ms, 4 


rasos é im. Cokule a área Intra 


HS) A geratria de um tronco de cone forma é com o 


tamo da base e ia medida  Eigual ao di 
metro da base mener. Calkute 9 volume do penico “a b lg a 
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ORE 


) Calcule o volume de um itonco de cone 
se uma de suas bases é um 
muma face ce um 
outra base é um circulo cireunser 
oposta deve cubo. 


6) O volume de um tronco de cone é igual a Slem!. Os ros das bases é a getatriz são pro- 
porcionais a 5,3 e 5, Caleule a área total do tronco. 


17) Em um tronco de core a seção mediana é um trapézio cujas diagonais são perpendiculares 
eres. geraria tem medida € e forma 6" com o plano da bus, 


sia da Base menor tem medida de forma J0º com o plano da base Calcule 
o volume do tronco, sabendo que esse segmento é perpendicular à peratriz. 


7419) Os aos das bases de um tronco de cone elo são 6 em é &em. Uima pirâmide quadrangular 
regular é inseria nesse tronco e tem volume igual a 1 240 em. Caeule volume do trono 


Em um tronco de cone rejo à 
da base 


cunferência inscrita na seção meriiana tem raio R e o raio 
los É v dobra do da menor. Cakeue o volume do tronco 


inseita na seção rerdiana de um tronco de cone tangensia as pecariaes. 
ncia É igual a a. Sabendo que as geratrizes formam 45º com o plano da 


de core ret, conside 
aco e com buteco 


eme o raios das bases do tranço ( 


“< 1) sabendo que aquela superficie cônica divide 
mes estão na razão de 4 para 15 fa parte menor É o cone 


tronco em duas pares cujos 
na 


V7AZS) Um leiraedro rega lo em um tronco de cone seo de geatiz a, de moda 
que uma face do tetraçd£o é inserita na base menor do Lrnco. Caleule o volume do lronco. 


7.125) fm tm tronco de come reto a áreas das bases são em? é em ea áa da seção merda 
na é É cet. Calele a aura do lindo eilátro que tem o mesmo 


lume desse tronco, 
E] 


1.126) Em tm tronco de come ret é cavado um faro ciindi 
diâmett é igual ao da base menor do tronco, Se a 
da base menor € a geratriz é igual à cinco vezes ee 


com à mesemo eixo do tronco, 
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Um tronco de cone elo tem talos das bass rc Ze é altura de A que 
deve ser tomado um pasto V, sobre  clxa do ronco, de modo que leram mesmo volume 
os dois cones de vênice V e buses ras buses do tronco? 


No problema astecas qual é o volume do sólo aba retiando-se do tronco os dok cores? 


17129) Dado um tronco de pirâmide 
bases são os cieulos citeunscetos ds bases do 
lumes dos dois troncos? 


gula regala, circunscreve-se a ee um Iranco de cone cujas 
onça de pirâmide. Qual é a tazão entre os vo- 


17.130) Dado tum ttonco de pirâmide 
bases são os cireules 


se rele um tronco de cone cujas 
ide Qual És razão emite cu volu- 
mes dos dois toncos? 


menor da tronco de piride. Se V é q volume do tronco de pirâmide, caleule 
Tronco de cone. Sabese que à avesta da base maior do tronco de pirâmide é a 


Dado um 
cria ma base 


17435) Um vaso cônico de atira 16 em éra da base 12 em contém us 


t 
do teu Volume Determine o nv o gui 


pesície do liquido 


17138) Dois planos parate 
o volume 


à base de de volume di 


dido o volume? (Considere dois casas 


alta Da said à 3, Em quê razão lt div 


1.138) Os raios das bases de um tronco de cone são 4 em e 10-cm. Dois planos paralelos ás bass di- 
idem a alta tranco em rp ita Em que propoção fica divido o volume do 


ne ra 130 ente og volumes do tronco de cone 


171404 Em que razão fica dividido o volume de um tronco de cone por um pliro paleo à base, que 
divide a alura so meio? Adiita que 0 rio da buse maior é triplo do da menor. 
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I7441) Dois planos paralelos à baze de um cone dividera a área lateral em três partes iguais. Em que 
ido o volume? 


propesção fem dis 


Um Usnguo reiângulo ABC, de hipotese A, sra em torto do cxteto BÊ. Catete 


«) o comprimento da citcunlerência gerada pelo posto A: 
área da superficie gerada pelo lado AB; 
a superficie gerada pelo Indo 

“) o volume do sólido gerado pelo triângulo. 


17149) O urapério ABCD da figura, 
AB=AD =2eCD =. gira em 
e um eixo do seu plano, que passa por C 
e é paralelo ao lado ÀD. Calcule 


da superficie gerada pelos lados 
pério; 
) o volume do sólido gerado pelo trapéio. 


Y 


aj à área da superhcie per 1 ÃF 
bj fea da superficie gerada pelo lado RES 
e) 0 volume do sólido gerado pelo triângulo. 


à pelos lados do losango; 
lo gerado pelo losaeg, 


mo de um 


so inbceles de bases a é 3a e altura a gira em o do seu plano, que 
aior e é perpendicular às bases. Calcule 


d) 0 volume do sólido gerada pelo trapédio. 


17.147) Um tiêngulo de lados AB = 26 cm, AC = 28 cm « BC = 30 cm gitá em torno do lado AC. 
Catete 


a) à dita da superficie gerada pelos lados; 
dy 0 volume do sólido gerado pelo 1 


ingulo. 


em torno de um eixo que passa 
do ângulo relo é É paralelo à hipotemuis. Determine 


a) a área da superficie gerada pelos: 
dy o volume do sólida gerado pelo 4 
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17.149) Caleule o volume e a área total do 
a, em torno da sus maior diagonal 


“etado pela rotação de um hexágono regular de lado 


174150) Um triângulo eqóiltero de lado a gra em 
torno de um cito paralelo a um de secs lados 
e à distância a dis, Calcule (considerando 
dois caos): 
ay a área da superfície gerada pelos los 
do triing 
b) o volume do sólido gerado pelo tia. 
pio 


17151) Um hexágono regul 


de lado a gira em torno de tm de seus lados, Calcule 


a) à área da superficie gerada pelos lados; b) 0 volume do sólido gerada. 


17152) Um losango de lado a e ângulo agudo de tp, 
de um ângulo agudo e é perpendicular a ui 


2) a drca da superficie gerada pelos dos 


by 0 volume do sólido gerado, 


12153 Um irpédio isbcee, de bases 9 cm é 15 é lado Sem, ia em ora de um xo do seu 
Plána, que passa por uma extremidade da base maior é é perpendicular é cla Grao 


2) a área da superficie gerada pelos dos; dy 0 volume do sólido gerado, 


17.158) Calcule o volume do sólido gerado pe 


ação de um liângulo ARC de lados A3 = 9cm, 
AC = BC = 13em em torno do lado 


fP48) Um uiânpuo ABC gia em oro do ado E, Sed 8 a rc do trngl ef o comp 
Sa elteunferência gerada pelo vértice €, caleule 0 volume do sólido pesado 


168) Determine o volume do sli gerado pela ttação de um trapéio bles em tro de sua 
base menor, sendo as bases Sem é 21cm e 0 lado 17em 

lingalo ABC, de área 5, gira em torno do lado BE, sendo BC = à Cataie o volume 

ido gerado, 


17158) Um trapézio isôscles, com ângulo agudo de 67º é lado 
pendicular ao lado lat 
em torno do lado late 


eta de 6 em, tem a diagonal pe. 
lido gerado pela rotação desse trapéio 


je a volume do 
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18 Esfera 


18.1 — ESFERA E SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


No item 9,6 vimos definidas as noções de esfera e superficie esf 
recordamos aqui. 


que 


Sejam dados um ponto O e uma 
medida r. O conjunto de todos os pontos 
do espaço cuja distância a O é menor 
ou igual a r chama-se est 
ei r 


í 
18.2 — SEÇÃO PLANA DE UMA ESFERA. PÓLOS 


Consideremos um plano a cuja distância ao centro O da esfera seja 
do que o raio r. À interseção dessê plano com a esfera é um 


mn de 2 


di 
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portunto: 


Os pontos P e P' que u reta OC determina na superficie esféri 
cius dos pólos ao ponto À ch 


minados pólos, As dis 
Podemos indici-las assim: 


PA=p o PA=p' 


PAP é 


PA! =Pp.PC 


Observemos a figura, O triângulo 
lêngulo em À, sendo que po- 
1 nele a conhecida reluçá P 


O volume de 


má esfera de raio r é dado pela expressão 


Ve ao 
3 
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pela splicação do pri 
Papa isto, imaginemos um to cujo raio da base 
seja r, igual do raio da esfera, Seja V o centro do cilindro, isto é, O ponto médio 


do seu eixo, Pademos considera 
como bases a 
do cilindro e 
tuada fora dos 


o mesma área 
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Vamos imaginar que a esfera tangencia os dois 
Um plano paralelo a estes, 
fera, intercepta o sólido m 
um circulo. Às ci 


n e segundo 
tam a coroa circular têm raios d er. logo 


Mas, como vimos no item 18.2, tem-se |? = (3 — d? Assim, 


p=m(-d)=ar? — ad 

Nota-se, então, que Sm = Sup. Pelo pri 
esfera É 

Podemos, então, calcular este v 

duas vezes o volume de um dos co 


de Cavalier, isto acarreta 


lume tomando o volume do cilindro, menos 
nes retirados. Temos 


Veia (near = 2a 


Então, para o 


Exercício Resolvido 


ao lado, 


1) Cate o vi 

o volume da esfera intra, 
8) Cale o volume da as é 

) Chamemos de concha esféri Pies 

ea à pri da 

efa et que Tora da er 

ma 8 sido iado pls do 

ies esféricas). Calcule o seu volume” 


Sotoção 


a) Seja V, o volume da esfera 


by Seja V, o volume da esfera externa. Temos 
4 ' 
RR RR) 
ss 3 


€) O volume da concha esfria É dado por 


ou seja, 


vo gr ema 


18.4 — ÁREA DA SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


A determinação de fórmulas para a área lateral de um cone rei 
cilindro reto, é um problema relativamente simples. Já o cáleulo da 
aficie esférica representa um desafio maior, pois não É possivel 

superficie esférica, transformando-a em uma figura plana, como no caso 
do cone ou do cilindro. Examinando o exercício resolvido 18,1, podemos obter 
um caminho para chegar à fórmula desejada. Embora o método que usaremos 
esteja apoiado numa espécie de “conceito de limite”, ele é aceitável, d 

um nível intuitivo, 

Seja S à área da superficie esférica de raio 1 (a d 
Parece fácil de se aceitar, intuitivamente, que o produto S -h é uma boa aproxi- 
mação para o volume V da concha esférica. Tal aproximação torna-se tanto 
melhor quanto menor fica à espessura h'da concha. Em outras palavras, o quo- 
v 
nO tepsenta 
suficientemente pequeno. Assim, parece claro que, se h lende a zero, a razão 

v 


= tende ao valor S da úrea da supe 


para sáras, 


e esférica de raio r. Ora, como vimos, 


2 Ah 
3 


E) 


donde 
E (qr 43h 4h) 
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i é sã é =0; uso esférico é caracterizado pela medida do diedro correspondente. 
Assim, à área S É dada pela expressão que se obtêm desta, supondo | = 0: o LES rasa pa mid do ir core GR 
“9.4 430.040) dente ao diedro de 9º abrange a quarta parte da superficie esférica; um diedro 


é erfcie esférica. Por extensão, 
g0* determina um fuso que É a metade da supei : 
Sedemos considerar à supe esta toda como send um fio cujo ide 
dis mede 360". par 
Para calcular a área de um fuso esférico, basta construir a “regra de 
S=4m 
ângulo área 


Outra maneira de se chegar a este resultado é 


, a 
weitar as observações 
feitas no ítem 17.8. Uma supe 


de revolução gerada se 
pela rotação de uma semicircunferência 

em torno de um eixo contendo seu 
metro. A 


á- 
nal regular ABCDEFG, 


donde se obtém (x em graus), 


poligonal considerada, as superfícies de 
Tevolução passam a ter áreas cada vez 


nde se obtêm 


18.5 — FUSO ESFÉRICO 


r intercepta 
a esfera segundo um sólido que se deno- 
mina cunha esférica. Note que este sô- 
lido é limitado por dois semicireulos de 


tro de uma su- 
esférica de raio r. Tomando-se 
dois semiplanos com erigem na reta PP”, 
obtemos um diedro. A intes 
Siedro com a super 


raio r e pelo fuso esférico correspanden- 
tea essemesmo diedro. Podemos calcular 


Se a é a medida do die- 
temos 


“regra de 
dro em gr 
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que 05 dois planos realmente cortam a 
superficie esférica, Se um dos planos cor- 
ta e o outro fangencia à superficie esfê- 
rica, obtemos uma zona esférica de uma 
so base, que é denominada calota 


Podemos mostrar que a área de uma 


zona esférica pode ser obtida pela expres- 


superfície esférica. Para isto, basta con- 


siderar uma polizonal regular inscrita no 


fz em radianos) 


S,=2mah 


(O Índice 4 refere. 
no lado 


S=2mh 


Esta expressão vale, também, para a calota. 
É interessante notar que a supericie esférica toda pode ser considerada 
como sendo uma zona, de altura h = 2r. Teriamos de yelta a expreacão da ses 
iva. 3 = dure á 


A parte de uma superfi 


18.8 — SETOR ESFÉRICO 
los é denominada zona esfi 


E] 
E 
Ê 
ê 


Imaginemos um setor circular contido em um circulo de raio r e um cão 
sle rotação que contêm um diâmetro desse circulo, mês não corta o arco do setor, 
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) 


VESESELLRTAA 


8 


N 
q 
falei 
A 


T 


/ 
PE PR “a 
N 


— Co + 


te em Uma extremidade. O sóli 


a). Podemos mostrar que 0 volume de um setor esférico pode ser obtido 
pela expressão 


onde r é o raio do setor e h é a altura da zona esférica (ou da calota) que corres- 
ponde ao setor esférico. 

Para isto, basta considerar um sejor 
poligonal regular inscrito no setor circular 
considerado, lembrando em seguida as 
observações feitas no item 17.9. O setor 
poligonal gera um sólido de revolução 
cujo volume é dado por 


pe 
1 
4 

ea pa 
1 
1 


Vs = Sootgom "A | 
n 
apótema e Spoiçon É à área da superficie ! 
de revolução “gerada pela poligonal ! 
ABCD, (o indice 3 refere-se ao número ! 
de lados da poligonal) É Cris eco 


tende ao valor do raio rea área S tende , 
à área da zona esférica correspondente, 
Assim, O volume do setor esférico fica 


rado pela rotação do semicireulo em torno 
a expressão do volume da esfera: 


18.9 — ANEL ESFÉRICO 


O arco ÁB e a corda AB de uma ciecunfecênci tam uma figura plana 
chamada segmento circular. Imaginemos um segmento circular co; em um 
circulo de raio r e um cixo de rotação que contém um diâmetro desse circul 
mas não corta o arco do segmento circular, exceto eve: 
midade. 

+ 
1 


ialmente em uma extre- 


O sólido perado pela rotação des 
chama-se ane) esféri ção desse segmento circular em torno desse eixo 


1 
= (AB +h 
V= a (AB) 


O volume do anel esférico 
volume do setor esférico gerado pelo se- 
tor circular OAB menos o volume do 
sólido de revolução gerado pelo triângulo 
OAB. 

O volume do setor esférico é, como 
vimos no item anterior, igual à 


como vimos no item 179). Por outro lado, a área 
mento ÀB é (conforme o item 17.8): Say = 2x 


ida pela rotação do seg- 
(OH) +h. 


Assim, V, = Sox (0H: h 


Para o volume do anel esférico, temos. 
V=eW-W= PhD a (OH h = - OH):h 
AB (AB) 
Mas 1º — (OH = (HBj = (55) = 
1 — (0H) (&) 7 
ho r(AByh 
7 (ABI 


Note que, no caso em que o segmento circular considerado abrange todo 
o semicirculo, cujo diâmetro está contido no eixo de rotação, o anel esférico 
alcança toda a extensão da esfera, Neste caso, teriamos AB = 2re h = 21, logo 
o volume da esfera fica 


Ve Erfmpede= 


como já sabiamos. 


m 


pela expressão 


onde r, er, 


18.10 — SEGMENTOS ESFÉRICOS 


Fudemos mos 


são os raios das bases 


Para isso, notemos, inicialmente, que o volume do segmento esférico é igual 
ao volume do anel esférico gerado pelo segmento circular de corda AB, mais 
& volume do tranco de cone gerado pela rotação do trapézio ABQP (veja a fi. 
gura a seguir). 

O volume do anel esférico, como 
vimos no item 189, é igual a V, = 
e en ABPh O volume do tronco de 
4 cone (veja o exer 


eSentttnn tio 


jo | 


9) é igual à 


1 
= Rar t era + Pri 
rude ra +20) 
nEtht= 
= tran 


Mas (AB 


na 


4 Assim, o volume do segmento esférico 
fica 


Ve VA Va= nto ++ A+ A + 2h = 


ah (his 3] + 


No caso de um segmento esférico de uma só base, basta considerar um dos 
raios igual a zero Pondo, por exemplo, r, = 0, temos 


ht +36) 


Basta notar que no triângulo retângulo 
ABC vale 4 conhecida relação métrica 


d=hfr-h)=2hr—hº 


e então 


nb + hr — 3) = 


1 
És Sm Gr) 


v 


& 
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= 
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[o 
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187) Determine 


de prefericmos colocá-lo em função da 


a AE, 


o raio da esfera que tange de um tetraedro je atesta a 
que tangencia as arestas de 
um terandro regular de atesta 


Solução 


Otcere que 


donde tiramos 


Numa esfera de raio é está jnscrio um tronco de cone cujas bases têm 
atua do tronco (Suponha que o cento da esfera está no inteigs do 


As arestas AB e EE Esfera cm seus postos médios M e N 
ÀB e ED são tangencadas pela esfera mm seus pontos médios M 


A AMO - A NGO 


mo AO 


so “No 


do sentto da esfera a cada am dos planos das bases da ronco são dadas por 
08= EH e como h-OA +08, obtemos h= 2= "E 


feto de bases paralelas tem rios das bases 1, é ts. Qual deve sera altura 


18.9) Um trono de cone 


do tronco, para que seja possivel inscrever nele u 
Sojação 


nco ipa 
& fil perceber que 
m O, Assim, se FÊ 


Como a altura do tronco & h = 2, resulta 
que 


Exercícios Propostos 


15410) Uma esfera tem 1.$m de raio. Calcule: 


“pot um pano sado à 1 m do centro 
respondentes à esta seção. 


jma esfera tem volume Igual a 36x er. Calcule 


bj a área de sua superficie (8). 


“eção de uma esfera por um plano indo a cm do centro tem área igual a 16x 


emioe o volume da esfera 


seção de uma seca po um plo que passa pelo cento tem área gua a 12 em. Delerminet 


raio da esfera 
volume da est 
área da supe 


esférica (9) 
que disdncia do centso deve ser tomada uma sssão plana 


18:14) Numa esfera de raio igual a 6cm, a 
a da seção plana que contêm o centro da esfera? 


área seja igual à metade da 


g A [ES 
Numa esfera de volume igual a EE cmo 
à 3 


24x cmo. Qual E a distância dessa seção ao centro da esfera? 


> toma-se suma seção plana cuja área é igual à 


CERTA 


CEEEE 


É 
a 


mom a 


“ima enemies 


1846) Det o volume de uma a 
num cubo de aresta a « EO 


7 1847) Considere uma eta ncia cm 
E eqdilátero, Determine a razão eira 
ea da supere sérica é à fr focs 
do cilindro, — ia 


=00— mm mp dE 


18.19) Um cubo está ins a 
to em uma esfera de 


raio r, Determine a ra 
o entre os volumes 
lidos. dá 


1820) Considere um cinto 
numa era de ro DO 


18.21) Uma esfera está incrta em um cone equi- 
razão conte os volumes 


Sejam duas esferas das quais uma tem área gua! so dobro da área da outra. Determine à nzão 
entre os seus volumes. 


) Seja duas esferas das quais uma tem o volume igual ao dobro do volume da outra. Deter 
mine à razão entr as árcas das duas superfcies esféricas. 


Y 


18:24) Ox centros de três esferas que se tangenciam 


1825) Dias seções paralelas de uma esfera de raio 10 co têm ralos iguais a 6m e Bem. Caleule a 
o planos as duas seções 


cia ente os centos de duas superficies esféricas é 9 em e ses ralos são Tem e 8 em 


Caleue o raio da a segundo à qual elas se cortam. 


que contém o centro) é 235+ em e a área dê 


1827 A drea doc 
sância desta seção ao centro da esfera. 


uma seção 


nos paralelos dividem a diâmetro de uma esfera na proposção 1:27, Em que pro- 
je esférica? 


1828) Dois 


18,30) Por um ponto de uma superfie 
pláno tangente neste posto, Cateute 


1832) O raio de uma esta 


de modo que a seção obtida o de lados 6 em, fem e 1Dcm? 
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1839) A 18 cm do 


ps ic ta al a 
Po 


CE a 
a gs tt o mn a aa 
po E 


18.34) Uma superficie cônica toca uma esfera ao longo de uma circunferência de ra 


Sabendo que IRA = 15, caeule 
da extra é 13cm, cale a distância do vêr da Spec côies so com 


ad em uma esfera de ria , apescenta um ângulo de 30º entre a peratrie 
1849) Um cone reto, inscrito em Uma est pr 
15535) Uma superficie esférica tem, 


e o eixo. Caleule o volume do cone. 


como dâmeiro a altura dr um cone eqiláterotujo ra da bas 


com à superficie esêrica 


é Bem, Calcule o comprimento da linha de interseção do cone 


18.36) Duas superficie es 
Caleude o compr 


tá interito um cone de altura h.Caleue área lateral do cove. 
18.50) Em uma esfera de eso R es 
eat de mesmo raio r ão taí que o cento de cada uma. 


ta da circunferência ao longo da qual las se 


St) Uma esfera estã inscrita em um cone cito 
doa qual a esfera tangencia a superficie 
fe esférica 


o cuja base tem raio R. A etcunferência segun- 


do cone fer tio 1. Determine a área da super. 
m bermisêro são a base a altura de um cone seio inse 

ide atra ao mei. Sendo $a rea da bas do cone, cu 
sola contida nese plano, tada pela superficie esférica e pela spas 


1838) Uma 


da coroa 


tem como base um quadiado de lado à = 24cm é altura 
a nessa pirâmide 


m aresta da base igual a | em eatuça 2 Cale 


da super 
ne. [Sugestão: né 
=téna, pondo 
a £ em função de 1.4 


da base de um 


ESSCENGENCRRERECRREES: 


fp 


a / 
18.60) No problema anterior, calcule o compeimenta da ncia segundo a qual a superficie 
al da cone corta & hemisfério 


1561) À base de um segmento es 
Calcule a área da calota 


eo tem diâmetro 1 em é 0 arco é seção mediana made 130. 


18452) Em uma esfera de pro 25 cm 
Calcule a área da zona esférica 


mae um segmento esárico de ais das bases O em e 24 em 


respondente [Considere dois casos) 


1863) Determine a área de uma calota eséri 


em é raio da bas cm 
18464, Um ponto lominso sin à ditncia de uma sapeca de io. Qual é a 
tegem da brea da superficie esférica ii Res 


nada pelo ponto? 


cireuar cujo arco 
do quando ese segmento irc! 


ido gerado, 


18:67) Qual dovesero do 
que a supe esférica 
ela toca a superficie do 


tom o plano de sa base, de modo 


nitrênca ao longo da qual 
jam ente sé na ração | 


e em duas cl 


18.08) Uma das bases de uma soca esférica de u 
Sabendo que a área da rora estria & 


“Btal à soma das áras das suas bases, determine a sus 


187) Com duas superficie esftricas 


deve sera 


1871) Cateue a área de uma sept 


respondente : 


roda base 1Zem el 
Quanto subir o nível da água se uma 
da aqua 


ra 72 em tem gua atê metade de 
de aço de 1Dcm de 


Determine o voleme de im segmento etérico ea base 


à seção meridia tem um arco de 67 ca 


o, sabendo que 


18.29) Em uma esfera de raio 25 em toma-se ds 


seções paralelas, de raios 20 cm e 24 cy Ca 
“ias seções (considere dois ease 


18.26) Duas esferas de são colocadas dé moda que o cento de cada uma pertence à su 


peficie ds cui 


Cakule q volume da parte comum. 


uma esfera de raio R, Determine o volume do menoe segmento est 
ano que contêm uma face do cubo, 


ss planos pa 


de volume V. O plano que com 
 Caleule seus volumes 


de uma esfera inscrita er um tronco de cone reto, cujas bases tras 9 


18.80) Cale on 
e3em, 


remos uma revisão geral dos capí 


Com esta 


São dados os pontos A é B, pertencentss a um planos, e o panto O pertencente vo pluna j = 
Tomamse por O um plano 7 que contém À é um plano d que contêm Bos quais cortam 3 ae 
gundo re dostre que snó cf 


nte O fora de re de 3, Construa par O 


ro que a soma das duas diagonais 


duas 


que o dobra da som 


reta que contêm mes 


qua se pode 
PQ =Cq? 


ar uma teta pas 


arulela ao lado BC, 


+CE-DE 


A, por qm ponto Die BÊ tomamos res po 
que primeiro do quad 


ltero AFDE é jesal à MAB) 
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VEM É ado um trip eogro ABC, jo ado tem meia a, Pos am ato O do seu intejo 


Ref parlda  ÁB encantando A” em BC. uma parda a DÊ escoa em 
NÉ é uma aaa a Â€, encontrando €º em ABL Culeue OA: + 08: pn 


VB) Sendo = 4 medida em graus do Angu À de um trigo ABC é to oc 


o. calcule a medida 
do ângulo BC 


VI) Sendo Be 7 (A > 2) as medias do iagulos À é É de um 


UR itângulo ABC, deteimine a medida 
So ângulo entre à altura AF e a bis interaa AS 


VIM) Meire que soma das medidas ds ângulos enteros de um poligono convexo de a lados é 
ava a 360 


VE) Qual o poliono cometo cuja sema ds medidas das âmgtos 


Os É Igual 4 dos exterrus? 


VE16) So dadas a reta ea plano, cbliquo. Fora der des, 
uma tea qaatea a a e que fd 


ma-5e 0 ponto A, Conirua por A 


e ângulo teto com 1 


7 Considere uma pirâmide triangular VABC aja 
da base ABC. Mostre que a reta d 
É perpendicalar ag plano da face 


al VÃ é pespendiculae so plano 
minada pelos ortcsalros dos tidngulos ABC e Ve 
er VOC 


VA, VB e VE determinam um tido 


V desse tried sobre a base ABC 


18) Sea uma pirâmide triangular VA BC, ja arestas 
driretângulo. Monte que a projeção ortago 
É 0 oriocentro do A ABC, 


| As retas AB é ED são ortogonais. Prove que (BC) (90) (46: - (ap)? 


Vi20) Dados oi tiogaos ABC é ABD, eâgulos er A, aque 


que AD 1 BE 


SU A4 reta que contêm duas arestas oposas de uma 


Aide trimgular regular são 


= A do àrgul 


mas ua teta AM pespen. 
Sicuar 20 plano do tio, se 


ipendicatar a BÊ. 


a uma reta por M, pe 


VI24) Mostre 


GA ada de um capéso É igual ao produto d cede de um 


19 médio do lado oposto. 


ado lateral pea ds 


VII) O AABC é retinguo em A e AB =4 e 
AC =3. O A ABD é isoscels de base A 
E fem a mesma árca do A ABC. Caleuie a 


ncia circunstita é inscrita em um tifngulo de 


e a razão entre es raios das cre 


vi.26) Cal 
lados 7cm, 8 em + 9em, 


VI.27) Um trapério isôscels com ângulo agudo x  ircunssito a uma circunferência de 
a dica do trapério, 


o 


VI28) Caleue o perimetro d 
da figura, sendo AC = 4 


al é 10 em, Caleule 


va ao ado 


VI29) À alura de um triângulo isósceles & 13em e aa 
à deem do triângulo, 


io quadrado, de modo que Rojo en ox 
Vl) Em um quadado de a. nscevese mosto quad usos 
É lados desses quadrados tenha medida a. Qual É a razão entre as árcas dos dois quadredos” 


A 


VI) Calcule a área do quadrado assinalado, a. 


bendo que BC = 14 


ã e 


divide a hipotenusa em sega 


VL32) À Iessetria do gut 


editar 5 em é 12cm. Calcule a área do 


ABC em segmentos de medidas BD — 


VI33) O ponta D divide o lado BC do triângu! 
= 4em e DC - 2cm Cale AD, 


cm” medem 3 eme Sem, Caleuea medida do ter 


VI 34) Doi lados de e 


galo medem a e be a circunferência circunses 


a 3 JEem, 


ea diagonal do prisma forma 48 


dra de ae dm pa quadrada rm 
“a ir a E em a diagonal do prisma € os pontos 


com o plano da base. Calcule a área da seção que 
médios de duas arestas Itesis opostas 


com estrejdades no vértice de uma base e no 


VI38) Em um prisma triangular regula, 0 segmen Reina 


ponto mádio da aresta oposta da outra base tem medida d e forma 
do plano da base, Caleul o volume desse prisma 


3e3 


fi 


ta da by 


Catulo 
à altura da prisma 


VIA) Um plano, que cor 
media x com 0 plana da base e d 
bro do perimeiro da base do 


VIAI) À base de um prisma tilangular reto E um 
desse triângulo, toma-se um pl 
se 


sm é il co dna de 1 Pe bao 
9 que detemna uma seção coa o De 
medida do ângulo formado por esse plano tom o plano da base, cal ' cosa, a 


VIA) Uma pirâmide quadrangular regula apre 
Calede cos, onde f é o ângulo q 


ta faces laeris com Angu do vêrie de medida a 
2 fe Intra foca com o plano da base 


VIM) Resoha o excriio anterior, para o caso de uma pitâide trianga 


exular 


VL$M Em uma pirâmide quadiangular reg 
a 


a aresta nt 
ve 18, ande À & a medida do Enpulo que a face 


= Com O plana da basç, 
lateral focma com o plan e base” 


VIAS) Resolys 9 é 


fo anterior, paia O caso de uma pirimide rampas e 


VI46) Seja a 


eia do ángul agudo formado por dus atas de um leticia re 


Catete 


lr regular, o ângulo em 


do vistive de oa face 


las aresta 
ea 


Timide quadrangular regular forma com à ara da fe 


2874 es medidas ds arestas das bases, cade o 


? Se um retângulo eja diagonal made d e for da. 
leu 0 raio da base do cities 


120 Seja 2 o ângulo que q 


tera de raio [Sem toma-se um se 
eunferência das bases distante 
mento forma com a plano da boo 


VLS) Um plano, paralelo ao cixo de uy 
medida a fe € 187). O segmento que 
fespandene ao neo ada otra base meio é 
a Calesea 


VL54) Um iriâogulo equilteo é cons indo reto, de modo que um lado seja o diã- 
metro da base inferior e o vêrtce aposta esea na circunferência és base superior Sendo 4 
ra do elindro, calcule o talo da bue 


V-35) Um plano, paralelo ao eixo de um elndro et, à distância d desse elo, determina uma seção 
quadrada, Esse plano corta na circunferência da bus um areo de 120" Calcule área da seção 


VI.30) À base de um pesa eto de altura h é um tiângulo rengulo com um ângulo agudo a e a al 
da Caleule a volume do cilindro circunscrito à esse prisma. 


tura relativa à hipolenusa gua 


VI.$7) Toma-se no circulo da base de um cilindco uma corda ÀB, correspondente a um arco de 90” 
Sendo C 0 centro da outra base, cbtémvse o triângulo ABC, de área , cujo plano forma 69º 
com o plano da base, Cakule 0 raio da base do 


VI-S8) Um cilindro é 
na bate do 


A um tetracdso regular, de modo que a base do tetrandio É inscrita 
dra. Calcule a razão entre os v 


ue O desenvolvimento da sua su 


VL60) Calkute o volume de um cilindro de aljura 4 em, inseto em um pele 
arestas da base medem Tem, em é Dem. 


sngular reto cujas 


V.61) Um cone 
ds dois sólidos, 


o à um ltracdro regular Calcule a tavão entre os volumes 


2) O desenvolvimento de superfi 
o volume do core 


el de um cone É um seitcuo de diâmetro 20 em Calcule 


3) Calene o volume de um cone reto 


VILE4) Um ionco decone teta tem 1 


vie O 
medida 
que passa pelo sé 


o volume do sólido gerado pela rotação desse triângulo em torno de ua 
ce A e é paraleo ao lado DÊ. 


VL6) À área lateral de um fone reto é igual a quatro seze a área da base é à gerati Forma ângulo 
* com o plano da base. Calculo cosa 


ro. Calcule a razão ente a árca 


1.67) A seção metdiana de um cos é um 1 
a área lateral, 


mpulo eq 


VLL68) Duas geratrizes de um cone ret e uma corda d creu 
teângulo de áreas, O plana do seiângulo forma Gi" como plano da base Cal 


VI.69) Um cone reto de a 
da seção determi 
da base 


tem coma seção meridiana um triângulo retóngulo, Calcule a área 
Por tm plano que contém o vênice do cone e forma 62º com o plano 


10) À seção meridiana delum cone jeto É um 


ângulo do setor que tepresenta à desen 
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eo Cale e didca poa corespondnies a uma seção pls e 
área seja igual à metade da área do círculo máximo, » 


VI 72) Um lindo, inseio em uma esfera de talo 1, ter área lateral igual a 3/3 da re da supe 
sffica, Determine 0 rajo da bate desse cilindro. 


VIL73) Por um ponto de uma superficie esférica de raio r, conde um plano que forma 


a 6 com o 
lato langente nesse parto, Calcule a átea da seção que ese plano determina m 


a esfera, 


o raio da esfera cr. 


VLLI5) Em uma esfera de 


dobro da 


eitenio máximo da e e 


V26) Em urna esfera de rio 1 está ins 


de um Circulo que tem como ao o o 


vio a geral do cone. Caleute o volume do cone 


uma superficie esférica, 


ie esférica à a e nO ponto de lungência é Za. Cak pd md 


da esfera 


vit 


come tro está inscrito em uma esfera de rio + ea sua seção me 
galo o vértice de 45º, Caleule q 


lume do cone 
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TESTES DE VESTIBULARES 


RETAS E PLANOS NO ESPAÇ) 


1) (PUC-SP) À soma dos diedros de um triedra está compreendida ente 


2) 3 tetos e 6 re 
b) 1 reto e 2 retos 
O) 2 elos é 6 tetos 


tetos $ tetos 
eh 3 retos e 5 retos 


a uma reta do outro 
ar comum a elas 


Tê verdadeira 
são verdadeiras 


& 
o 


nulo MNP, retângulo em N, é o paraleogramo NPQR situam-se 
iemação “MN e QR o segmentos ortogonai 


ee planos di 


a) é sempre verdade 
) não pode ser an 
e) e verdad 

e) nunes é 


ida por falta de dados 


VA UAaãssr) Esta questão deve ser respondi de acordo com o séguinte código 


enie as proposições 1 11 estiverem corretas 
5) se somente as proposições 1 é 1 entvgtem cornetas 

as proposições 1 e II estiverem cortetas 
) se nenhuma proposição estiver correta 


1 Se duas retas di 
HI — Se uma reta é paral 
planos 


HI — As interseções de um diedro com dois planos paraélos ente si é que interceptam a aresta, 
são doutos congrventes, 


a pelo menos um desses 


s não são grafia, els são concon 
à interseção de dos planos, ela É par 
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É! 


tia 


AA 


Emma pm, 


DSBEGLRLLATINDSD1 4) ITIDELLLLTLITIT TI 


é 


| 6) (UFBA) Na figura 20 lado fix, elo, 
H 


ponto fora do plano o. 

lo MNP, Se R e S são os 

de O em relação a PN CMN, 

conluio ques 

aa teta RS é paraeta a a 

dba reta RS é concorrente em a, em N 

cha teta R$ imtercegia a em 2,7 8 N 

d) ds retas RS e PN são concorrentes em X, 
XeN 

e)as retas RS e MN são concorrentes em Y, 
Yan 


Anemtcant mt Sem ê uma nt qui 
quer de f, então: ki 


aymjr 
bymdt 
mir 
ams 
ómla 


7 (CESESP.PEyS 


a r uma rea que É perpendia 


se O 0 porto de inteeção de com Ao rea s contida em um plano Pg 
teta ção Asia, dente a aereas sho, aqua que é À 
a) Toda rea do 


no P que passa por O É pespendicular à sea 
lar a todas as retas de P se € somente se e) E 


o pda ad Pe somente uma ua ta cota em 
9 E pesendiclar a todas a retas do plenos somente de 


SA rer 
sendo perçent 
6) Uma tal reta 1 não exit 


Nesta questão, o examinador uliza 0 lero, 7 
a Pendende examinador li o letra pependicaaes par indica rs ortogonais 


8) (FM, SANTA CASAS) Esta questão deve sr respôndida de acord, 
2) se somente as propoições 1 e 11 
b) se somente as proponições 1 em con 
6) de somente as proposições 1 € HH estiverem cora, 
0) 8 todas as proposições estiverem correia” et 
*) se nenhuma proposição estiver cor 


com o seg 


e código 
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odo plano conduzido pela rea é cortando o primeiro 

à teta Cada. 

= De um ponto tomado no “de um ângulo disdro, duas perpendiculares às faces 
Fotinam um ângulo suplementar deste diedro 


9) IFLC, CHAGAS-S£) Sejam + a reta determinada pelos pontos À e Bea a reta determinada pelos. 
ponios Ce D ande 118 = [A] € À está entre Ce D. Sejam X e V, respectisamente as projeções 
de Ce D sobre a reta 1. Então, necessariamente: 


aj A es enve Ke Y 
by o triângulo BCD é retângulo 

el ou X ou Y deve pertencer ao segmento AD 
ingulos A XC e AYD são congruentes 


0) (EM. CHAGAS-SP) Qual das afirmações E verdadeira? 
a) Se uma veta É paralela a dois planos, Então estes planos são par 
by Seas retas é b são distintas e ambas paralelas à um plano a, ent 
<) No espaço, ser € 5 são duus tetas perpendicalares a uma reta então rs 530 pa 
) Se dois planos são paralelas, toda reta perpendicular 3 um deles & perpendicular do outro 
e) Três pontos distintos determinam um único plano, 


jo a duas re 


(FATEC-SP) Se o planos é pa o. do plano (então 


aja é pantdo a f 
by a projeção ortogonal de uma qualquer reta de a sobre À interespta 1, ou f, 
e) 2 e fis imerceptam segundo uma teta paralela a 1 é ., simultaneamente 
at, É paralela e; 

ereta 


12) (PUC-SP) Assinale à afitmação verdadeira 


a uma teta são paralelos ente si 
reta são perpendiculares ente si 


a) Dois planos par 
by Dois planos perpendiculares a ui 
e) Dias retas porpendi 

é) Dus tetas paraleias à vm plano são paraletas ente si 
e) Dois planos perpendiculares à um terceiro são perpendo 


a) todo plano que contêm + também contêm s 
dj exite um plano que contéra 1 « é perpendicular a 3 
e) existe um Ônico plano que cor 

dy existe um plano que contêm r e é para 
) tod reta que encontar encontra 8 


18) [MOJLSP) Das afirmações abaixo, apenas uma é verdadeira, Assinale. 
2) Dois planos são perpendiculares quando têm uma teta comum. 
by Dois planos são perpendiculares quando um deles contém Uma reta perpendicular so outro 
<) Dois planos são perpendiculates quando toda reta de um é perpendicular no outro 
à) Dois planos são perpendiculares quando são perpendiculares à uma reta, 
<) Deis planos são perpendiculares quando têm um úrica ponto em comum. 
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15) (MOJLSP) Dadas as afirmações 
1 Se dois planos têm um 

por P, 
1! — Dadas duas tetas teversas, sempre existe reta que se apóia em ambas 


— Uma reta & perpendicular a um plano quando cla é ortegonal ou perpendicular a todas 
às tetas do plano, 


ponto P comum, então eles ty uma reta em comum que passa 


— Se duas tetas são têm ponto em comum, então elis sã0 necessariamente partea 
a) Somente 1 y estão con 
estão corretas, 
) Somente 1 IV esto correta, 


“) Somente IV é incorreta 
£) Todas estão corveas 


um é um sô plano paralela a ambas 

) existe um plano perpendicular a uma, que contêm a cutta 
4) todo plano perpendiculur a uma encor 
es todo 


ala 3 outra em um ponto 
ano paralelo a uma encontra a cúfa er um ponta 


USP) Às projções ortogonais de um conjunto 8 de rea sobe im plano são reta para. 
o as retas de S necessariamente 


ao plano a 
das em 1 


ns-8 
by re 8 são retas rever 
arts 


condições. 


IEMULFIAM-SP) Ds 


nações aluino: 


= Duas tetas perço 
HE Duas retas qu 
- Seum planos é 


ndiculares 4 um plano são paralelas entre 4 


pendicular a todo plano que contêm + 


são foliar 
das são fala 


todas são ver 


“SH Consitrandose as afiimações abaio, ane à aiimativa core 
[= Se uma reta é paralela a 


se planes, etão es plane so pao, 
! = Das ds retas eres, semp eps ea que Pa bd! 
leo É pespendeular a is plano ec, do é perenes 4 tração 


a afirmação 1 é verdadeira 
d) Semente a afirmação 1 & verdade. 
c) São verdadeiras as afirmações 11 e 
8) Todas as afirmações são verdadeiras 
e) Nenhuma afirmação é ve 


apenas 


dei 
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São inierseptados por um terceiro plano, 


dy coincidenes 
e) faltam dados para responder 


AE 1 AB e AE 1 AD. Padese concluir que são perpendiculares as retas 


aj EA cAc 
AC e BE 


239 (FESP) Vim ponto P não pertence nem à reta a, mem à teta b; a e bão re 


Por P passa uma dica reta que se apóia em a e hs 


retas que se apoiam em a e b simultaneamente. 


us que se apelam em a e b simultaneamente 


a Por P passam duas 
erada 


a, b, €. com mesma origem V, são não coplanares e tis que 
Se = + la,e) « IS, em 
dispenso 


nda, 


menos um plano perpendiclar a essa reta 
nd reta paralela ar € que pussa por um poat 


to dos anteriores, deter 


erceio plano 


FASE) Considere us al 


as afirmações 
ea a uma feta 


+ & paro a um plano, que são a contém É ps 
= 5 ao ts rogo em per 
= ja o ponto Pets plo ponto P paam muitos los perpendiaa 

1 T vga ra pergendiatas à ur plana é rogo! A qualquer ea dee plano 


3n 


[El 


E 
E 


A aliemativa comeis é 


a) apemas 1 9 
item a red 


28) (UE, LONDRINA-PR) São dadas as afimações: 


1 = Se dois planos têm um ponto comu 
pelo ponta, 

HE = Dados uma eta e um 
dada, 


então eles têm uma reia comum que passa 


plano, E sempre possivel taça no plano uma reta pa 


l — Das retas revenas é uma reta e 


sale com as duas determinam dois planos 
Podes afinar que 

SDL Ie são verdadeiras 
MDL e MM são falsas 

c) apenas | é venda 


3) (UCS) Des planos fe se cortam pa reta re ão pependiculre a um plano 
Enão 


iular à z encontra + 


uma teta paralela a = € 


a paralela a Um dees ou está co 


mesmo plano são paralelas qu 64 


dente, 
ar uma reta e um outro py 


amo É perpendicular a ese úlimo plano, 


b) some) 


: 
S) somente a aficmação 1) É verdadeira ' 
) somente as 


“espia das retas reversas dadas 


30) (FATEC.SP) Se re tão duas 


2) exite um plsno que contém, 
br gerada a t 

5) existe um ponto que pertença 
) exite uma única reta perpendica 
e) re tado perpendi 


32 


33) (UFPR) Dadas as afirmações abaixos 


1 = Do post detrminam uma eta 
Uia ça que la vu ponto fobe um plano est comida nes lia 

Tê pondo 

T Uma te é pesendear a um planos 
de à que pad plo ponto er quer iate x 


São verdadeiras: 


gts amei 
PERES ev 
are 


as retas 1, e 1, são perpendiculares à reta 1, Astinale 


à sentença “1, € 1, 850 obrigutoriamente ..” 


LuGs 


n8-DF) Sejam a, be e três postos não alinhados pertencentes a um plano PL é o lugar aco 
s de a, be € Então 

a pertencente a P 

b) E é uma circunferência à qual a, b e e perencem 

6) Lê uma reta perpendicular a P 

dy nenhuma deusas 


36) (FESP) Por uma 


runferência e um ponto fora do seu plano, passam 


é) quatro superfces e 
o) nda, 


37) (FATECSP) Os pontos A, BA w B, de uma superficie esférica E estão diametralmente opos 
tos, respect os 4º, 8º. Então 


a) Ds quatro pontos, A, B, À” é B' não são, necessariamente, coplumases 
b) o quadrilátero ABA E é um quadrado 

<) o tilngulo ADA é retíngulo 

é) à projeção ortogonal de E” sobre o segménto AA é 0 fentro de E 
e) nda. 
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38) (PUCSSP) O conjunto dos pontos que têm mesma dis 


aos lados de ur triângulo uma 
feia que é perpendicular 40 plano do triângulo e pas 


sa pelo ponto comam 


39) (UNESP) A disto ee os postos A «Bins 8.01 

u into, O agr gemia des 
“paço, is que a soma dos quadrados das inn de Pa ASAE O LER 
2) em pl qe pu por A 
) um Plano nora É rea que pasta po À é por & 
€) uma superfície esférica e 
6 à reta que asa por A é por B 
6) ds retas par & rea que pes pe A e po 


PRISMAS 


40) (F.G.V-SP) Um cubo tem 96 mê de áxca 
que seu volume se torne igual a 
aim bm 6) 


por de atesta 3 recortae à 
de “H”, mestrado na figura. O volume do 


3) (UCMG) Se um cuba tem 216 de vu 


2 gue 


(UFES) A diagonal de um pasa 


êlemea q 


à de uma face é T2emê, O proé 


gulo mede 17em, À soma dus três dimensões 
áuio das três dimensões mede, em em? 


posa too iso aim am 


SV= Im” av Imm! 
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ue 
ao prime 
4 ns as 


tem volume 8Vem?; ent 


46) (PUC-SP) No pu 


bes a digoral BO! 


Um certo sólido tem volume Vc 


ai 


seda retorno de 


é data 


e altura 2em, Um culto sólido, semelhante 
deste sólido, em em, é 
au 
8 o 
nm Min 
É 
E 
b 


a) Bom PET 
dy Som doom! 
48) (UNIFICADO.RS) A figura repesenta u 


peisma ra he ea use Eu 
guto bee cor 
ea>€, Sendo Mo porto médio 
lume do sólido 

aóber 

adh 


49) (FATECSP) O comprimento da ai 


m tri 


ma>b 
do ep 
mero de 


JIBEGENCLARASIDAAS 


50) (FESP) Um paraelepipedo retângulo term 142cr de serfcie total ea so 
das estas vale 60 em. Considerando que seu ados estão em progressão au 
a46 
92 


dos comprime 


ITA-SP) Seas dimensões, em cem 
tales Ga equação 


ro, de um paralelepipedo e 


elangular são dadas pelas 


Mex 494 1-0 
estão o comprimento da diagonal É igiat 


Mile  oztem ain a) Jiiia a JD 


82) (FATEC-SP) As medidas das area 
' 


de um par 


ipeto retângulo formam uma PG. Sea 
menor das arestas mede 


lume de tal paraleiepipedo é 64 cm, então à soma das 


áreas de auas fces é 


Mô MBmt em QI4ent  )20emt 
59) (PUCSSP) Com uma la 
e uma sala de m de com 
parte da segunda 


de tita é possivel pintar 50 mê de 
imento, 4 m de largura e 3 de 

ta. Qual a porcentagem de tinta que resta pa 

DE E a asma 


parede. Para pintar as paredes 
East ma at é mais uma 
segunda lata? 


58) (EM, ABC-SP) Sejam a, b, as dimensões de um pal 
mensões, da diagonal, À? a ár 
apesar 
barcpre 
keria 


ed md: pa soa do 
Vo volume Temos; Vá di 


dVpek 
dpiedk 


38 (URSO Une ca em 1 de comp 
caixa de mesmo volur au 
mo doque ado 


2m de largura é 3m de alura, Uma segunda 


ento x meios maior do que o da anlerior, lacgura x imetes 
or e altura x metros menor do que a d 


MTO DITO 04 ad aÃ 


$8) (CESESP-PE) Sabe-se que as medidas das are de 4 


“ema 8,3 68 a suma descas metida é IB, 


Dm dis gm 


(CESESP.PE) Seja e um cubo d 


la a e volume a S6j 
à alternativa que ne 


a e um bo coa acta term comp 
195 dá o volume s' de e”, á 


| 


PIRÂMIDES 


38) (MACK ENZIE:SP) Uma pirâmide cuja base é um quadrada de lado Za tem 6 mesmo volume 
que um prisma cuja base é um quadindo de lado 2. À razão entee as auras da pirâmide é do 
prisma, nessa ordem, é 

3 

FI 


2 
2 ou 
EE; E A 


59) (LUFPA) Uma pit 


e regular, cuja base é um quadrado de diagonal 6 Sem. € a altura 


do lado fase, tem área 


5 


2) 96 Tem? 


69) (FEM, SANTA CASA-SP) Considere uma pirâmide regular de base quadrada cujo lado é 24. 


mBZem Mem dyM Im e) Seat 


Siad que ár lua é da a td pa de se 


ds da pirâmide, 


o a altura da pimido medos 


aÃão uia aum 88 ads 


UF, UBERLÂNDIA-MC) A área Isteral da pirâmide hexagonal regular, cuja aliura é 
h= /5em e 0 lado do hexágono da base (, — 2em, vale 


alem bjsdcm Mem djóem 70! 


CESGRANRIO) Uma cesta de lo (Sguta 1) tem por faces Isterais tra 
e por fundo um quadrado de 19cm de lado (estamos desprezando a espes 
é fita a cesta) A altura da cesta, em em, é 


os isôseles 
ra do mae 


ZA em 
m U 
1 s 
nombo num as 
' 37 


a 


69) (LLFPR) Calculando a distância de um ponto do espaço so plano de um triângulo equtáero 
de 6 unidades de comprimento de lado, sabendo que 0 pooto esdidista 4 unidades dos vénices 
do triângulo, obiém.se: 


a) 6 unidades a) 3 unidades 
dj 5 unidades é) 2 unidades 
0) 4 tridades 


64) (ULFES) A área latecal é a área total de uma pirâmide quadrangular + 
é a axesta da base é Km, medem, respestivamente: 


ar cuja 


a) 25mt e Im 
by 6&mt e f9mê 
o) fOmê e 105 mê 


d) BOmt e istmt 
6 Im e bimé 


68) (PUC-RS) Se 47 É a medida da atesta de um tetraçdco regular, então aus alta 


ÃO E E dE 
2 4 Nes ai? 


a 


mide de altura 6 rea da base 27 É ntereeptada por um 
ão vértice é 2 que é paralelo ao plano da base. O volume do tronco de pi 
do É 


nu 94 98 8 as 


(ULFMO) A altura de uma pirâmide é 3 m e sua base É um quarrado de lado 3, O volume 
do tronco bio pela seção por um plano parei à base, distate | m deva, 
É 1s 


Dm ob gm dm 
a ) ) 


68) (U.CMO) A área total de uma pirimide segu 
80 mm mede, em me 


deu 


ra 30 om é base quadrada de lado 


som MSM MOO dy6s0m  eyi44m 


$9) (EM. SANTA CASA-SP) Sejam dados um leraedto regular + um ponto interno qualquer, 
Sejam x, 3,2 Las distâncias desse ponto ás quatro fics da etacdro, Podemos então afiamar 
pa 


a) seu volime V= Ls (u4y 24 


(com 8 = área de uma face) 
» ASI 

ci sua área tou A et (e + y 43) 

dy a área de uma face 


1 
selyy 
5! 


fe-u+a 
nda 


TEM. SANTOS.SP) Seja um irado regular de aresta a e volume V 
a2yT=22y3 a uyiyeas 


BSV=-/T=2/50 anda 
gnv-T-v ço 
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Emo: 


emo O é 
a fr o tado eua oa de cia, um quadrado de oo O 
do cano oa à fu 1 Gees AS = CD = EF = GH medem E VS 


fortando o telhado (figura 1) sua alura b é 


RIO) Condes uma pm ho ' 
goal ela de au e To da te É, 

Como montada 1a fura. Traçase o see! 

GD ligando o vê que dido 
à aresta VC ao mio Se a é 0 gu agudo 


a dem, 


13) (LC MG) Se a dra de vma face da pirâmide pemiagonal regular é 6 mº e seu apóia 
edvão o perimetra de sua base mede, em em 


mas EE E) 


cut Esse ABCD é um quadrado, e 
com base ABD e vêr. 


379 = 


75) IFATEC-SP) Na figura so lado, 2 base da 
pirâmide é um quadrado com luto de com. 
primenio 4; se BP= PC - AM - AD € 


Í adm dE 
é 2 
a. 
| amei 
Í 
t 8 PUC) O md eg 
Jd a ea ud E 
i ir Aee 
4 25 
+ 28 no gd a aÃ 
ã 3 0 Ni 2 T 


77) (FASP) Uma pirâmide egu 
do vêtice devemos sécion 


vim ty m 


78 (FM. SANTA CASA.SP) No felracdro repre. 
“entudo ma figura 30 lado, teme AD 1 HO, 
ÁD 1 DE, + (BAD) = + CAD) Então, po 
dese concluir que K 
a) BD = DC 
AD DE 
ABS BC 


aac<BD 
SAD<DB 


MACKENZIE-SP) Duas pirâmides têm 4 mesma 
guadrado de 9 m de ndo é a se 
del À base, traçada a 10 de 


sm 

tem por bue am 

funda Um ego regular de esa Le A ado 
sã do véi; na segunda prt, vio 


0% um os qu  auy7 


ponto médio de BC e 
CD, então o volume do. 


nd 


81) (UNESP) E dada uma pirâmide de altura H, H = 9cm é volume Y, V = I08€ 
stalélo á base dessa pirâmide corta a determinando um ironso de pirâmide de altura 


O volume do tronco de pidiide resultante - 


oem by8em cy Stem! 


amem rem 


E2) (UFRS) Uma bsrraca piramidal É sustentada por ses hastes metálicas de 4 m de comprimento, 
csjas extremidades são o vértice da pirâmide e os sei vértices da base, respectivamente. A base 
served, cujos lados têm todos o mesmo comprimento, 2.41. À 


é um poligono horizo 
altura da barraca, em metros, & 


22 DES a27 ao 93 
23) (CESGRANRIO) Num  tetraedeo regular 

VAZ de ares Ia Pe Quão os v 
ale VX, VY, VZEXZ, 


pontos médios das 


respelivamento. A área do quadri 
MINO É: 


M, 


ey gal à âres de uma face do Istradio 


JF PR) O volume de um letracdro regular de alisra 1em é 


as em bp 8 Tem! 20 Temo e) is Temo 


es 


essi? 


85) (FM SANTOS:SP) Sejam um tetracro tegular e um cubo de arestas iguais. Podemos dizer 


é on volumes do teirasdto e do cubo vale 


no da, dis 
O número de 


MFUVES[-59) O segmento AS é um did 
lo de A e de D. À reta VA, V & À, é perpendicula 
facés do teirusdra VABC que são triângulos retângulos É 


ao ba o? as os 


am) (PUCSP) O volume de um tronco de pirâmide de tases paraleas e altura M É dado 
por V=L (845 + /575), onde S e Sº são as áreas das bases. Se as bases de um tronco 
3 


ide são quadrados de lados 3 e 4 e se a altura é 5, então 0 seu volume é: 


aus a 


de 


NEL om ada 


| Ras costixos | 
; É maior gue 6 e menor que 14, Então o número À de gu eo ii E Ss à 
é tal que: id 
| dig ES 
À lar 0 número de fices E de se É k 
fo Pconvero bem 1 faces com 4 “a Pe l 
de vértices de P, | 


de seus 


partem cinco 
O númes 


105) (U, FORTALEZA-CE) O feio de um ci 
diminuída de 28, O volume 


erà um! aumento de 
am pe gs 


t 383 


PSSSSECELLESSSSSSISITTTTT TT TEST TS 


g 


ua base mede 9a dm, eis 


5 


FLBA) O cone representado ao lado tem 


[30 JUFRA gerasa de um cone mede 13em e 0 diâmetro da sua base IDem O volume 
do cone É 


ay 1ooxem 


PUCRS) Num 


ah-prna bih=giga 


dpliemt e Sreme 


| mae que su 
que sis 


FUBERLÂNOIA, 
Seo raio da 


spam 


25 1UNBDE) Um come reto é seio E 
Por tm plano paralo à sua base à 
o cone, Então o volume do ttonso do come q 
| angulo mede 6º Girando- 
um cone cujo volume é igual a 
! í 1/7 
vi or 
HS o 
| 387 
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F. OSWALDO CRUZ-SP) Um fu 


138) IMACKENZIE-SP) Um cone e um 
O prisma temaltura 12 volume 


6x 


aus» 


é é dado pela [emu 


o retôngulo tem cat 


ave 


148) (EM SANTA CASA.SP) Seo 
“mM, neisa andem, uma PA d 


DE ENE 


SSSEBEERLERALS11594 


| 


à Mimpada? 
ay 150m mist eptsom 


48) IPUCSP) A área do fuso esférico. som o 
ângulo x medido em radianos, É 


aja 
by SR! 


m de diâmetro. A q 


atm 


149) (PUC-SP) À toma de todas as arestas de um cubo imede 241. O volume da esfera inscrita no 
cuto é 


nest 
gg epa 
o CRI 


Ra) 


m subo de area à = em 


2 3 
aoem o Demo eram ; 
15 15 4 mas atom 


180) (UaB-DE) A su 
cata no 


é E, quatro pontos não coplanar 
tempo). Então 


superficie estética contendo E. Es, E, E, 
lendo seus centeos sobre Uma mesma reta é cada uma 


bre uma mesma reta 


centros não peecitam 


es tem e 6 Tem 


| sm es JZem 
bo bem e 3/T em 


área da superficie de 5, 
rea da superficie de 5, | 


DER 


RETRO 


la água sobre 


ASP) Considete o problema av 
io R onde R mede Jem, sendo 
tetrasdro é o volume do sólido gera 
por 


' Ê 
DT quem GVT = JTajem 


io da esfera É 


medE-S uses 0/5 L Jia 
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163) (U.F. UBERLÂNDIA. MC) À átea de uma esfera, a área total do elindro equitâsero circunscrito 


o também circunscrito a ssa esfera são proporcionais aos. 


ss vii da Ea data 

VT) (CESESP-P) Condee rm tnque forma de con indo a 

o ca o es tune de o 3 Asi a lata comes. 
der ic ds cmi da efa ao vénice do cone 


ga ayém 2m 9sm a tom eém 


atas 


113) (FATEC-SP) Os volumes do cilindro teto, do cone reta é da esfera, abaixo indicados, formam, 
nesta ordem, uma PG; em 


rd dg I 


"a cunha de 90º, Qual a área ot do sólido res. 


FESP) De uma esfera de raio foi retirada um 


CE einda, 


eim 


168) (FIUBE-MO) Um sólido S é gerado pela 
diâmetro, Se o volume de S é Je m?, à 


superficie total do sólido gerado 
pela rotação da área hachurada da figura em 
torno do eixo x 


eme as 


DaMb-M Mebbah) abb-h) 


eba h) ejnda, 


a pela rotação de ÁR em toreo de OR é de Jrem?. Qual o comprimento da corda 
Ee | 


AATEGSP) Um cubo de aresta 2/9 E inscio numa esa di 


nem am ayõem aJSrm 


VESTIBULARES — QUESTÕES DISCURSIVAS 


PRISMAS — PIRÂMIDES — POLIEDROS CONVEXOS 


a8m 


176) (FEL-SP) O sólido abaixo É composto de 
dois cubos de atesias 2em e | em e centros 


' Men, 
a) Achar a distância AB 
by Achar a distância MA, 


da piscina? 


no intervalo 0 4x 62.5. 


140) (UF, UBERLÂNDIA-MG) O volume de um cubo É 216 em, O ponto PÉ acento de uma face 
AB, uma atesta da face oposta, Determinar a átea do triângulo APB. 


| 
i 
1 
| 


177) (FUVEST:SP) Na figura ao dado: 


cuja ; 
ejas retas AE, BF, CO e DH sopas GQ =. 


d 
ny 
18 (FEL) Sendo a sta AB perpendicular so A 
Piana BED ea vt BC peendiclar àrea 
Co e sendo a melida d cata sereno 
y r + AB, BCe CD: 


Achar o volume da pirâmide ABCD, a 5 


173) (CESGRANRIO) Uma piscina tem a forma é as ismensões indicadas na figura As tre arestas pe densa pirtenide 
) Achar a dra toial desa picâmi 


i que convergem em cada um dos portos A, B, E, A', Be E são mutuamente oriogonas e as arestas 
AE, BC, BC € A! são vertcaia 


Então solucione e responda. 


394 395 


plano do quad 
forma ângulos de 69º com 
ento AS que se deve 

que o ângulo B$D 


opostas 


abB=I e 
3 


côn = ade. 


19) (EE, FAAPSP) Em um d 


dra reto de 


ura e 30 m de raio, foi inscrito 
lema quadrangular regular. Qual a 


SSBRSERRTASIATA 


é número de faces 


de uma pirâmide ce 


1. esja ba 
ea da base, Calcular o volume de 


CILINDROS — CONES — Esrrga 


(E GW aLis CRUZ-SÊ) Uma âmpulhes 
é fabricada a partir da junção de dois rec 
pientes de vidro idêm 

forma de um cone, comu 


aedo-se através 
de um orifiio ce área desprezivl, conforme 
à figura. Em certo instante, à 


um poliedro convexo. o número de árstas excede 0 número de vé 


piinvide 


do triângal 
ea da cor 


ao lado, o triângulo 


ABC e 


ol 


397 


193) (EE. MAUÁ/LINS.SP) Um plano passando pelo centra de 
intro 


195) (ULECE) Caleul, em cmi, 


lume V. da 


de mesmo jo R = É em, sabendose qu a 


= 


F. OSWALDO CRUZ-SP) Calcule o volume do cone 


falo 1, sabendo que a razão entre sm altura e 0 raio dá buse 


2 
= So volume da região compreadida ação de duas 


D 


99) (FUVEST:S?) Nam cubo de aresta a um ponto P se 


um dos vêrxes. Qual à 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 


TESTES 


ua numa das arestas é dista É de 


196) (F. ITAJUBÃ. MO) À área Se o volume V de uma su 


S=tneve Lan 


7 21" eapresar, simplificando: 


2) V como função de 5; 
197) (EE. MAUÁ-SP) Uma cunha 
15 
vem 
2 EM. Des 


responde à cunhay 


398 


Se ala he ido de uma ese dE cio CETTE 


pec estria de raio r são dados por 


b) S como função de V. 


rica correspondente a um diego de 


a fuso esférico correspondente [superfície da esfera que cor. 


QUESTÕES DISCURSIVAS 


+ 180 


«00 


D>—— 


SSSESRRRLTAAASSOS 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


DV dE dY dE DV 


MODE DF JY DF OY DE DE MY dy DE BY 
DE ME MY OY DE GY DE GV NF UF WV 


LUI) três retas LUZ) sis retas 


Assira, 1,4 e tsão 


oz “08 e 
— 


Foplano ax e pors oplaro À (ja cxenícios 17 
os nestas condições, Resta provar que a P. Mas migondo 
4 B vem r4 4 com s 2 vem x (exercia 11) Então less ps 


TS (abeurdo) 


Considere por P o plano fifa é seja 11 =| a AB é a tesposa 


são secantes. Neste Caso, 
t=anf 


basta tomar por A a teta 13 é por 
aretas/ x Note que se E, 
a prablem 


se sempre 


smad, 


HODY ME gr dr 
DE MF dv E 


rem P, então À e Bestão em 
te um dos do 


A) Neste caso, BÊ co 
BJ. Neste caso, ÃO cor 


ge ceroaaa: 


| 


420 pedE — pes 
PeRT=pes, 


Do mesmo medo, Quan e Rezn logo, P. Q e R são colineares 


f-resna 


SSJAC=AB+BC=CD+BC=BD 46) AB=AC-BC=BD-BC-CD 


, 
sm Mn ps = AL 


sg6 sas 


AQ=AM + MO =AM + EE 


SI BAD MCÃE CBÃE GADE «DEC ERAM EFD ou AfC 
Sajo=8 h=25 c=5 d=55 Saya par gurnas 


Saga a) tras 


med (Á) = 90% Assim, med (Ã) + me 
À é suplementar a À 


538 Sejam ae ne matias di dois ângulos À e B com 


não 9 — b> O, donde! « d< 547, 


Saara Sa6rI Sapis sopas Sagas 


535) mes (PO: 


= Li (A08) - med (POA) = 


= med (AOM) — med (POA) = 


— [med (POB) + med (POA)] — mes (PA) = 


[med (POB) — med (POA 


05 


(DE) = 180º 
a 


med (CAD) + [med IBAC) + med (CÂD) + med (DAE) = 


med (CAD) + med (8Ã€) = 149º 


OC) + med (CON) = 


A=ê e 
no AABC|AB = BÃ Lao A BAC q 
s=4 


Assim AC = BE 


“08 


=Ada 


626) Pelo LA L temos 


SABC=ABA 
donde RÉ = TD. Em 
ACD = à BC. 


e À = E Analogamene, É = D, 


TETI 


TELA TAIT TT ET 


AAPD = ACPBIALAS 
ga PAS so e 
REP e PD = PE 


ABL AT. Co 


mo AD 12,Ã81Ã 


Temess a, 


TEA RESRERES 


VOGF MV OF DE DV hE DE 


240) Esconmendo-e 08 postos À e C de nada 
que AB e CD jam perpendiaresa DD, 
temos que 4 ABD = ACHO (ALA) O 
ângulo ABC é a seção teta do Úidio 
(A. B6. CJ Temos AD-CO. Como 
BÊL PIA 8.0) eme RE! DÊ Como 
BOL BIIA, D.C) toma AE 4 O, Em 
ão, ÃC Li, E, D), logo ACI DE, 

o mostra que DF É aluça do trângulo 
isósceles ADO, logo é também bis 

ADP = CP. asim, o emiçlano 55. E) 

E o bistor do det (4, BO, 0) 


83) oito triedros 8.33) b) e cj sim; a) 


135,4) 


Pen ci apirene des 


857) Seja ABC a seção tea do dicdro 

Como AVB é CVB medem 45% as Irão. 

os À AVB e à CVB são retângulos iós 

eeles, logo AB = VB = C8 e também 

VA = VC. Mas então o 4 ABC é também 

o isbscees e congrvemte nos dois. 

jores. Logo, AC = VA = VC, Como 
A AVC é equitiera, lemos 


med (AVC) = dp 


mes (CY) = or 


859) 2) ee): sim; b) é e): não 


8:40) a) três faces; b) cinco fico; €) sete face; d) onze fuees 


e P pertence à unito dos dos planos, 

logo P é equidistante de 3 e de f 

Db) Se P eqidista de a e de f e P pertence 
tence 20 semiplano bisstor correspondente 


“14 


o, 


942) Os planos que 


Sendo a rea 
ua ds 
poe 
rt ca pipe 
o do A POR. Tamos a 
o ENO e tmb qUV.P,0) LV. QuR) po bip 
Togo a gears UV. Am, Reto 
oriêm a aura do & PQR. Do memo modo a tu Logo 
Sr se, As, A comem à ls lu, que mr que po 
senda a BO é à Bee AV. Aim, a ars plano lém em comum à tea 


o AVEC E” 
943) Pondo VA = VB = VC, como 4 

i iasetriz VM é tambirm mediana 
dé mediana do £ ABC. Por 


do 6 ABC. Da nes. 
ma forma, os outros deis planos contém 


do! plo IV. Da sa te 
E apendaia se pino (V. A. D) Seja 
+ ESA pv BC) Como 1) BÉ amoo 
AD), logo é 1 VÃ. Da meme 

for do eb Sm aU) 
A. Bjão pependiars a 

me As ts retas + 


95) Sejam O, e O, es cire 
golos A ÁBD e à ECD. As 
sam por 0, £ O, esão pespendi 
planos destes triângulos, Elas são coplanar 
as, pol exão no plano matisdor de BD 
e não são paralelas, pois os pontos À, B 
Ce Dirão são copiar 
concorentes num ponto O, que É eq 
fante dos pontos A, 8, Ce Di (ja exe 
2) 


CECERRRRRCCCA EE 


15 


9.27) Basta notar que ae duas dingonsi dese quad 
ferência [veja exercício 6,36) 


é o ponto média de AB. 


9.28) Como r é tange os OT 1 
647, T é ponto mio de BG. À 


lego BT4 BO, Como O E ponto midi de, pet se 
OT tm ie de PQ, donde OP = 00. 


9a = SMp= no 


Como AP é excino ao A BCP, 
APB) = mes (AC) 


2:33) Como AÉB é externo ao 4 ACP, 


= medCAPy = 


“18 


ps p= 180 Se o trapézio é ins 


cc (A) + me) = qe + met — 


7 DI = 187º 


940) a) Seja QD =x. Temos 
AB+CD=AD+RC 
conde S, 


sas ibre=(a +++) 


edis-s 
by aAMQea BM 


Lo, 


cio 9 


e) Sejado 
Oto ponto dei 


Sex E o plano perpen 


a peipe 


946) Se ye j cão os pl 
hgr 


efenioo 


Fa rea interseção de é e 


9,48) a = plano da ciccunfrência 
À = centro da eiteunferência 
B = ponto qualquer da circunferência 
B = plano bissetor de 
O = interseção de re p 


O ponto O É a centro procurado. 


949) 


259) 


9:51) Basa notar que 05 pés destas perpendiculares são os pontos que viem AB 
é em seguida usar os exercícios 9.26 € 9.5, 


82) RABO rLpUIA BS) MAN E 
Ram 
a = FRA GUIAM.) = NÉ É seo 
pro Pra Ma 


Assim, A, B e P vêem KIN sob Sngula veto (veja exercício 9.50) 


1aey1 BSejas LaporA (= 
«ae em O, que É o centra procurado 


> Assim, BL pIA,R,P) 


3.54) RO A plIAB.P)= “a 
E Enio, AR 1 pl(R,P.B) 


logo BP AR. Por 


| 9 


1913) Sendo a o lado, 


da) BD = ISm  bBDA + COS = 15 + 


1918) DA = DR=DC 2/57 bys-6o 


BC-5/T baH=2/7 |s-lé 


gh=to 


n 


E BC = a (3 + Vá) 


HZ) h= 5: AC = CEO dO = Em 


1128) Como APCD = A pas, LP. be 
AC“ TD 
ítão, PE As MP ia pe 
DC "CS EDS por donde EP PF 
420 


1129) Como 4 


Como 4 QMC — 5 QNA, 


BD DC. BD+DC BC AB 
1130) Témse BD a DC BDIDO BC. AR (como O, por LAL temos 
E Qs CSA QS+Sk QR PQ dz 


AABD- A PQS 


Logo, AB 0 AS 
ps PQ 
| 
nan ape = atca= ZE 2 PO | 
7 “25 


apre = A PDA = ÉÊ = 
PERA IDE 


apena Liso E, 


MC=1Sem 1137) AD= Sem 


DEAD AF AD 


Ep AB FO CD 


ess Ancião DE SE | 
EE 
onde DE+ER APPO 
O 
so. AC 
Es FE 
a 


EB FC 
Portanto, EF BO (veja exerei 


REV SE, peova se que A ACP 
donde AC = PC, No 4 BSC 


Ee Mm 


B = 4em; AC = 4 Tem; BC = Sem 


Eee e 


temese (DJ = (AC) +(C8) = der” Asim,o 


13416) cinco lados 


nam h= 3d — 


uses -B 


senta + semi ftsniy=? 


tazg usado sam tone 


ter, Gem e Dm 


Dea 


uam 


ipientes 1328) Elas são igui. 1329) 


= 
=. 
- 
E 
- 
= 
[id 
no 
=. 
no 
ma 
mo 
cano 
ma 
[ai 
o 


Mm Tem bs) sense l 


aT- 


que) mag rs 


Ea 
quEsE 


O usa v=mo 


emt e) Vo 12 Sem 


em Va Uéem 


amam ÃO 6 a srt ya UT 
E E 
Z 


E 
(ade: vo La ap az 
Sli v = Oda VÕP 1330 V= 16 Tem 


as 
tm a = VE 127) 10 /Zem 1323) 


42 


0) Si = IS0em* 6) V om [35em? 


Dipá=mem ign/Eua-te 


95-85 as-sneçã av EXE 


=48 45 13106 V=4506m 


sab 5 


13409 e2smo isto) Vasto 


A 
o 


425 


ser 


up tara 


RPSi leer amei Garra 


ne (get 
=a ever 


ua 


tusyayT 


nen E 
B 


; 


us v= 


2 
% 


E apro huma 


Js 


181007 651 ton 451 14409 y = 2 


qupve SIE 


sys 


' 14408) y = 
á 3 


BEBERRLSSSS553SSSSSSTETETTTTETTTTO 


E MM 


tang)3:1 


nas, = JO VE, y E 
E 2 


É 97044 /5em? 


“30 


144154) 405 Tem 


14.156) 162 /Tem? 


a» 
tis 


14.162) a 
Dem 


14160) 6cm 


14169) 2em 


) V = 465 em? 


14193) V = 19em? 


14161) Zem e 10em 


1470 V = 436 Em 


UM) V = 70 emo 


18480) 114 Tem 


14490) V = 
á E 


1418) V=2688cm! 


ERTICTALCAATA ECT TES FESLSLSLLEETEA 


5541445155 55555555535355111118333393 


visesy 
avioes 


ot = v tres 


=A%6 


És E Ê 
Es TE 
o fis É 
SE E 
E das 


atri 


So TP ugj = A (pot 
aspif a te 
dio 
Y 


uz eu (go 


= ã E 
E g ps 
vi & du ay s 

k EAR 
z 3 z 8 z E 
E E 3 " S = 
no : b í 
als ;i by 


usg=4 
sp quo 


«918 (9551 


ver 


emos aap = A (ootgt 


z 
EA times 


ceozf eos (oe 


. z Se 
5 8 ' 
E o .S 
Ea nl É E 


of at 
wzfe=ulora 


-aL=-a ara 
tu 


a 
oymp= 


essaugor = 8 (gut 


< 
F 


PRECTETTTETTOCILTPETrErEsTOL 


iss A (eg 


esri= A (ggu1 


eme +) (e errar 


Lp É 
- $ é 
E 


leu 


EN 


Er 


= 
ti use 


usas (esgr 


ug teor 


sIOo BOTE nO «aro 2009 = À (ester 


=“ core 


=p 
E 


-- 


183 (em 183) Mem 1834 134em 


d 
MST ISS H=3A ou Mi mar 


E 1854 msgs iss 
) ) 


nsns 


vm E 


1824) 48x R 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


distintos que pertencem do plino Ipostulado Pó) 


dy um ou quato 
1 um ou quatro ou seis E 
15) 3756 ABA E = jPi- ento a rplIA 0,0) = ER 
8) Se RB7 1, eo 2 pi (A, BC) É a teta por, pura à ret + (trema TA 
6a) Se 45, cado voa 
) Ser fra some Ae Se A e entior na = 
tado PE, 203 Sea ts = (PI, Então, 
Ina SesANINRO Pp enoanh=D ad 
DB) Sea 430 É pardo 4 > PIA BC) é clao que, s retas R5, RE BC, no mdvím uma 
pode et para a a Ass, a delas fam x em pontos dino P & Q Enão. 
Mm 
18h09 Se DEP E, endo BEns 2 
) Se DE é ÂB são concorrentes, DE n ÃB = 
3) E a ea AE 
O) Tome o plano poe r é considere a sea 1 = 21 
O glno f = pi 
EFns=0.SeEFns= 
ll ou co 


pie, Ay. Pelo pos 


|. então DE na = | 


a 3 que passa por 4, Se EF 5, então 


reversa, coerente, para 
1.16) paralela ou coincidente 
reversa ou concomente 


3 reversa ou concortente 
reversa, concorrente ou paralela 


s planos 


u coincide 
ereção das, ou 
Sea figura tem menos de quatro pontos, ela é plana. Se há mais de quatro pontos, tomemos 
dos pontos A, B e €. Qualquer autto ponta forma com À, B e C um corjunto coplanar. Assim, 
todos os pentos da figura pertencem ao plano pl(A, 8.C) 

s no plano paralelo 30 plano dado, 

1.26) reversa ou concortente 27) reversa, concocente, ps 
ou coincidente 128) reversa ou concorrente 129) paralelo qu secante L30) pa 
secante qu 3 contêm a reta 1,31) paraleo ou x contêm a reta 

— 132) Ser não está contida em fe é paralela a uma teta de f, então 17 f.logo +] am Se rc A, 
então r= 2 fe, neste caso, sf 20. 133) Basta tomar tetas paralelas à interseção, 

134 Ea cet a npita, 

— 135) Se Bo plano pane a 4 conduzido par À, é Pé o parto onde + futa , então a reta pedida 


«Auzido pelo panto dado, 


ever ou que 


BHLDLDS55555 53 SS SSL, D TDI 


1) Se dois lados opostos fossem paralelos, haveria um plano contendo os quatro vértices, o que 
é abrundo 
112) Se as diagonais fossem coplanates, todos os vrties pertenecriam a um mesma plano, 
DE Bv ov dE Oy 
114) Temos med (488) = med (CPO). Isgo 
med (APC) = med (APB) + med (BPC) = 
= mei ICÊD) + med (BPC) = med (SD) 


115) med (APEB) = med (AÊO) — med (BÊC) = 90º — med (BPC) e 
med (CPD) = med (BÊD) — ma 0 
Ass 
116) mes (800) = med (80) 
med (AM) + med [MÔC) = med (MÔB) + med (MOC) 


gonai, É ponto médio de Bl 
E altura e mediana do O ABD. Assim, este 
úângulo é isôsceles: ÁB = ÁD. 


8) SEAC=BD.enão, pelo LLL,GADC Ar O 
= 8 BCD, logo ADC = RÊD. en 
Mas med (ADC) + med (BÉD) = a 
portanto ABC e BCD são retos o c 


119) Veja a figura do exercício 117, Como ABCD E losango, suas diagonais se cortam so mei (ever 
1.6 37€ 635). Assim, no 4 ABD, ÁM É mediana, Como ese triângulo é sôscele, resulta 
que AM é também altura, logo ÂM 1 BD (exercício 611) 


140) Veja afigura do exericio 117, No 4 ABD, AM é mediana, logo também bis 
exercicio 612) 


ã o 
HUM) Pelo exercicio 6.48, BAD = ABC, logo q 
A ABD = ABAC (LAL) Assim, 
EB - ic 
A 8 


maleo e putas 
dose 


MN = Mp4 AB + CD) 


6) Veja a fi 


Somando, vem: 2AM 4 BC > AR + AC 


a 
amo 


AMABNACP<AB+AC+BC 


148) Ap 


ando 6 ex 


16 (veja a figura de 


aa 
AM > 


up A+ BC AC 


, AC+HC AR 


e 


AM + an 4 cr > ABL AC+RC 


sa2 


) No 4 ABC, temos MN 4 BC e MN = 


Assim, PQ 4 NM é PQ = NM, o que 
sam 


Q é um retângulo, logo PQ = SH. 


PR+PQ= BS 4SH = 8H 


PQ+PRAPT=AS+SM— 


BC. No À BCD, temos PQ BC e PQ = 


a que MINPQ E um 


ê 


iianenesaananass 


iém A é É perpendicular à rea Pelo extccio 7.17, toda reta que 
da em x. 


t1t1) Considere o plano a que 
Pas poe À e forma áogulo reto com 1 está E 


tes set então ela é perpen- 
ndicuar existe e É única 


galo teto com as retas concor 


ea eta r passa por Pe focma 
aa ira rema 3, essa per 


dlicuar ao plano determinado pors e. Pe 


194. Se ve a são obiquos, é claro que s e tsão con. 
nsiclar à (pois contém 4) é purleo a r (pos con 


mares 


Wi) À reta e não está contida em 2, podendo ser poralea, perpendicular ou obtiqua a 3 


una) BB A pl(A, 8.0 BE LUA BD) 


dão de sé 3. Tome em x à teta t que passa por À e é perpendi- 


117) Ses Lasr o a, seja Aa inte 
contêm 3 é perpendicular a 


colar a 1.0 plano f = pl 


Como BC for 
logo a Lpl 


po 


seção as ago do losango, sendo nes o a BDP eme BT 1 


119) Sendo Mt 
asim AD E perpendicular a duas retas concorrentes do pl (A, C, PJ 


Além 


BD 4 pl 
mam Cono Eb Le RE 4 85, a qa AE toe E 
AC pl(8.D,E) 
ecassim, AC BE k 
as 


Como BD 1 NC e BD 4 EM. então BD 1 pl(M,C,P) 


11113) Como EE 4 PM e BC 4 AP, então RC é per ão plano pl A, P, M), logo E 4 AM 
Assim, AM é ataca do AA ABC e como este ringulo é iósceles, AM é mediana. Assim, M 


é o ponto médio de BC 


Mn13) Se M bo posto sie RB, temos AB 4 GB A BM, togo BA 1 HC; DM. Assim, 


BL. 


a ê 


Lad 149 — 2 1) 1806 — 2a O <a <Is 


1120) 2 <a < 360º = 


IV) Seg gentro da superficie esférica dada é O «o ponto de tangência é A. 
“BR-IOA! 


atão o lugar geométrico 


1w2) Sea = pl ts), então o lugar geométrico é o plano f 1 x é equidistante das duas retas dadas 
tv. É a união dos doi planos paralelos so plano dado, e à distância r dele. 

iv) É a superficie esférica de diâmetro AE. 

19.5) No plano do trapédi, as medintizes fi lados encantrafi-e num pooto O. O lugar geomê- 


trico é a reta por O, perpendicular ao plano do trapício (o ponto O é a centro da circunferência 
reunia ao tra 


1V8) Sejam 4, Be 


métrico é a do 8 ABC. 


) É a interseção do circulo com a circunferência de diâmetro PÔ. 
vas dos aydt ent avg E arigitrca 2 
4 


Wa sem Jem etem 
IW20) dm IV) Gem, 40em e 36em  AV2) SiS! 
1423) 36 em? dem IVA VI) iem IV) 342 


E ERA 
128) Sem; 19em 1V29)a) 5; MME avagam EDS vol 
pa) 1 amam jo EE 
+ de z 
mo manto avagaã Ivagaim ese mag mana 
AB 2/7 yo) XT 


153 AB 22 “e 
o) 3 4 


445 


opa 


ven am 


AV 
PAN 
La 


assa, JE, = JE; =21/8- Jf.dondea JE = JB) + V5 Eltrando no quadrado: 
408,48, +2V/58, 


donde 
a-8-8, 


Sabemos que o volume do tron 


vs + 8, + VE 
3 


veda em SEBO den, 


68) 15 Tem! VJO) Mes 


em 4 Jem e J685em 


stycasbresd 


VLS) No A ABP: a <AP+ EP 
No 4 BCP: b < BP+CP 
No A CDP: e <CP+DP 
2d < DP + AP 


atbre+d<2AP+BP4+CP+DP) 


arbrcr dent) 
447 


E 
E 


ERES TA TATA DDT, DDT TITO 


VIL6) Os tijdngulos BB'M e CC'M sto 
tm 


Assim, BB' = CC, 


a relativa so vênice E. 1 


VLS) Pé o pé da bis 


: A 
VI9 O A BID é isósceles, pois BID = IBC = 
= 1BD. Assim, BD é DI, Damesma forma, 
CE = EL Enão, 
BD4CE=DI+EI=DE 5 E 
a e 


VLIO) Basta notar que AE = DF = BF e que ED = FA = CE. Assim, | 
AE4EDADEAFA = BEAFA + BE+FA = BF + FA) 


via vimors s= E | 
z z | 
| 


VIA) Temos: e, = 180º — 5, 
= tri, 


cia exercido 642) 


— qu = 2) 180º = 360 


rada, pois sf x e forma 


1 A o plano fLreariasfanfiA res areia 


gura. Como VÃ 1 pl(A.B.O), teme V 


=TBipCE = BALY 


= HR 4 plV.B.C) 


VLI9) Seja 3 0 plano que 
ra AB esa P 
a de Pitágoras 


(erp + or 


lgament 


(AGE — (AD)? = [PCJ = (PD? 


449 


& 
3 
a E 
z a 
E E 
E 
& x 
E 
o a 
nor 
2 E 
; 
& 
St 
» 


FIA Efe lc memo msef Elia 
usp no mo gL/AE (esa 


AMPERRRCECOCCTIA TS ETTETERRAT O 


CEEELLASSSSITISTTTEEEEEESSTTTTITTO 


2d OS as a) 4 


“ RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS 
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